Pour tout entier naturel n, on pose :
@n(X)=cosh [n argcosh (x)}
sinh[narg cosh(x)}
VX2 -

Démontrer que ces fonctions sont polynomiales.

CDn(x)z

Analyse

Un calcul classique dans lequel la définition du cosinus hyperbolique permet de se ramener a
des sommes de termes consécutifs de suites géométriques.

Résolution

La démonstration se fait par récurrence. Nous allons mener les deux récurrences
simultanément mais dans un premier temps, nous validons le résultat pour quelques valeurs de
I’entier n.

@, (x)=cosh0=1, fonction polyndme constante.
¢, (x) = cosh (Lxargcosh(x)) = x, fonction polyndme identité.

¢, (x) = cosh(2xargcosh (x)) = 2cosh? (arg cosh (x)) —1=2x* -1, fonction polynome de
degré 2.

=0, fonction polynéme constante.
X -1

D, (x) =
_ sinh(1xargcosh(x)) sinh(argcosh(x))

D
() x? -1 Ix2 -1

Comme argcosh(x)>0,ona sinh(arg cosh(x)) et donc :

sinh(argcosh(x)) = \/coshz (argcosh(x ))—1:\/x2—1
sinh (arg cosh ))_ x2 1

x> —1 _\/xz—l

Dol : @, (X)=

=1, fonction polynéme constante.
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o, (x)= sinh(2xargcosh(x))  2xsinh(argcosh(x))xcosh(argcosh(x)) 2x+/x? —1xx
’ Jx2 -1 Jx2 -1 Jx2 -1

=2X
On obtient encore une fonction polynéme (fonction linéaire).

Soit maintenant n un entier naturel quelconque fixeé.
Nous supposons que les fonctions ¢, et @  sont des fonctions polynémes.

Intéressons-nous aux fonctions ¢, ,, et ®

n+l*

Pour tout x réel supérieur strictementa 1, on a:

p1(X) =cosh((n-+1)argcosh(x))
= cosh(narg cosh (x))xcosh (arg cosh(x))+sinh (narg cosh (x))xsinh (arg cosh (x))

:¢n(x)xx+\/ﬂx®n(x)xm

=X, (x)+(X* -1) @, (x)

On note également que cette égalité reste valable pour x =1 puisque :
e ¢,(1)=0,.(1)=cosh(0)=1.
e Lafonction @ est prolongeable par continuité en 1 en tant que fonction polynéme. Il
en découle : lim [(x2 -1) @, (x)] =0.

x—1"

Comme les fonctions ¢, et @ sont des fonctions polyndmes, I’égalité
Pra (X) =X @, (X)+(X* =1) @, (x) nous permet de conclure qu’il en va de méme pour la
fonction ¢, , .

Pour tout x réel supérieur strictementa 1, ona:
o, (x)= sinh((n+1)argcosh(x))

Jx? -1

_sinh(nargcosh (x))xcosh (arg cosh(x))+cosh (narg cosh (x))xsinh (arg cosh (x))
- Jx° -1
\/HXQ)H(X)XXJF(DH(X)X\/E
x? -1

=X, (x)+o,(x)

Comme les fonctions ¢, et @ sont des fonctions polyndmes, I’égalité
@, (x)=x®D, (x)+¢,(x) nous permet de conclure qu’il en va de méme pour la fonction
()

n+l*
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Résultat final

Pour tout entier naturel n, les fonctions :
]1; +oo[ —->R,

pefor
et : i
x> cosh(nargcosh(x)) " | x> smh(njri] cosh(x))
x“ -1

sont polynomiales.

Compléments

Nous fournissons ci-dessous les courbes représentatives dans un repére orthogonal des
fonctions ¢, ¢@,, @;, ©,, ©, et ©,.

721"
701y = @3(x) = cosh(3 x argcosh(x))
68 4
66
64 1 ) sinh(3 k argcosh(x))
62] y = ¢3(x) = =T

60
58 1
56
54
52
50
481
46
44
421
407 y = po(x) = cosh(2 x argcosh(x))

361
341
32]
301
28
261
244
205 Y = dola) — sinh(2 x (f/‘f/(;o(sh((u))
18 var—1

16
141
124
101 y = pi1(x) = cosh(l x argcosh(x)) =«

N ov & o
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