Soit a et b deux réels tels que (a, b);t(O, 0).

1. A quelle(s) condition(s) sur a et b peut-on trouver deux réels A et ¢
tels que : YxeR,acosh(x)+bsinh(x)= Acosh(x+¢) ?

2. A quelle(s) condition(s) sur a et b peut-on trouver deux réels A et ¢
tels que : vxeR,acosh(x)+bsinh(x)= Asinh(x+¢) ?

Analyse

On reprend les définitions des fonctions cosinus et sinus hyperboliques et on procede
classiqguement par identification.

Résolution

Question 1.

On a les équivalences :
Vx e R, acosh(x)+bsinh(x)=Acosh(x+¢)
e +e” e e +e 7’

< VxeR, ax thxE =% _ Ax
2 2

«:>VXGR,(a+b—Ae"’)eX+(a—b—Ae’<")e’X =0

@VXGR,(a+b—Ae“’)e2X+(a_b_Aef<o):0
a+h-Ae’”=0
=
a-b-Ae?=0
Ae’ =a+b
=
Ae?’=a-b

Si a=b, alors la deuxiéme équation donne A=0 et (par exemple) la premiere entraine alors
a=b=0 ce qui est contraire a I’hypothése (a,b)#(0,0).

On suppose désormais a=b.
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Dans ce cas, en divisant les deux équations membre a membre, il vient :
— 20 _

Ae? a+b
Ae™? a-b

Onaalors:

@ existe<:>a—JrE>0<:>(a+b)(a—b)>0c>az—b2 >0 < [a]>|b|

Sous cette hypothese, qui implique a =0, il vient alors :

b
., a+h 1, a+b 1+ b
o p=—In—<p=—In—2 p=argtanh—
a-b 2 a-b 2 4D a

a

D’ou, grace a la deuxieme équation du systeme :

=(a-b)e’ =(a- b)\/i sgn(a—b)x|a—b|x

=sgn(a—h)x Ja?—b?

Aet ¢ existent si, et seulement si : |a| >|b| et on aalors :

(pzargtanhB et A=sgn(a—b)x+a’-b* soit:
a

vx e R, acosh(x)+bsinh(x)=sgn(a—b)x+a*-b’ cosh[x+arg tanh (SD

Question 2.

On procéde comme précédemment et on obtient cette fois :
Ae’ =a+b
Ae?’=b-a
On trouve cette fois que le systéme n’admet de solution que pour |b|>|a| et elles s’écrivent

alors : gozargtanh% et A=sgn(b—a)xvb*-a®.

Aet o existent si, et seulement si : |b|>|a| et on aalors:

(pzargtanh% et A=sgn(b—a)x+b*—a’ soit:

vxeR, acosh(x)+bsinh(x)=sgn(b-a)x+b*-a’ cosh(x+arg tanh (%D
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