Soit (u une suite réelle convergente de limite I.
N JneN

1. Montrer 13 :
que lim —22 ( ) =0 ;
1

2. En déduire Ilm{ 2Zpu ]

Analyse

L’essentiel du travail se situe au niveau de la premiére question.
On utilise la définition de la convergence d’une suite réelle en cherchant & majorer |vn| ou

(v, )., est la suite définie par : VneN",v, =%ZZ: p(u,-1).

La deuxiéme limite découle immédiatement du premier résultat.

Résolution
Question 1.

Onpose donc: VneN',v, = iz

Zn: (Up —|) et on considere : |Vn|:%
1

(u, —I)‘.
Soit alors & un réel quelconque strictement positif.

On ad’abord :

IVI—

Comme la suite (un)neN est convergente de limite |, il existe un entier naturel N tel que :

vneN,n>N=lu, -l|<e

n
Pour n> N, on peut alors « couper » la somme Z p‘up —I‘ en deux comme suit :
1
n N n
> p‘up —I‘:Z p‘up —I‘+z p‘up —I‘
1 1 N+1
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Chacun des deux termes peut étre facilement majoré :

. SoitA=max{|ul—l|,|u2—l|,...,|uN—I|}.
Ona:ip%A‘sAip:AW.
1 1
n n n _ _ 2
. Parailleurs:Zp‘up—l‘352p<52p:gn(n Y etgn(n 1)<gn_.
N+l N+l 1 2 2 2
Il vient donc :
n n _ 2
S o, 1= 3 oo, 1+ 3 plu, 1] < AN 00
1 1 N+L 2 2
D’ou :
_19 [ aN(N-D) &
ol < e 2Pl < AT

Ces inégalités sont valables pour tout entier naturel n strictement supérieur a N.

N (N-1)

A et N étant fixés (dés lors que & I’est), le terme A >— peut-étre rendu aussi petit que
n

nN—+w©

NP . N(N—l) -
souhaité puisque I’ona: lim AT =0. En particulier :

N(N-1

INYVneN,n>N'= A(—2)<£
2n

En posant alors M =max {N, N}, il vient :

n>M :>|Vn|<£+£:g
2 2

En d’autres termes :
Ve>0,IM eN/n>M =y, |<e

C’est a dire :

. . 13
fim = lim 5 320(0, 1) -0
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Question 2.

On va naturellement ici utiliser le résultat de la question précédente.

. - . 13 .
Pour cela, on récrit le terme général de la suite [—ZZ pu, comme suit :
n 1 neN”

n

13 13 1
FZ pup:_zz (up_|)+FZ pl
1 1

1

1 | I n(n-1 . 1 I
Ona:F;pI=FZp=§%etdonc: Ilm(—zzll j >

n—+w
1

Comme, d’apres la premiére question, lim (—ZZ (up —I) =0, on peut écrire :
1

n—+oo

n'Ler( ZZPU ]—Jm[%i (up—l)]+|im[izzll ] 0+|§=|§

n—+o00

Finalement :

Résultat final

Pour toute suite réelle (u,) . convergente de limite |, on a:
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