Soit a un réel.
E(a)+E(2a)+E(3a)+...+E(na)

Calculer lim
N—-+o0 n2
Ou E(x) designe la partie entiere du réel x.

Analyse

On a intérét ici a travailler avec la définition de la partie entiére.
Un calcul en considérant a entier permet de se faire une premiére idée du résultat général

Résolution

Pour a entier, on a immédiatement :
vk e {1,2,3,..., n},E(ka)=ka

On en tire, pour tout entier naturel n non nul :

E(a)+E(2a)+E(3a)+..+E(na) a+2a+3a+..+na
n? - n’
a
:F(1+2+3+...+n)
_in(n+1)
n? 2
n(n+1
= a
2n’
2
or, tim ") _ iy 2 L
n>+2 2N n—+» 21 2
Finalement : lim E(a)+ E(2a)+i2(3a)+...+ E(na) _ - n(znntl)a:%azg

Pour a réel quelconque, nous allons utiliser I’encadrement suivant :
vke{1,23,..,n} ka-1<E(ka)<ka
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En sommant pour k variantde 1 an:
(a-1)+(2a-1)+..+(na-1)<E(a)+E(2a)+..+E(na)<a+2a+..+na

Soit :
a(l+2+..n)-n<E(a)+E(2a)+...
n(n2+1) _n<E(a)+E(2a)+..+E(n )Sn(n2+1)
n(ntl)a__<E(a)+E(2a)2+ +E(na)sn(nt1)a
2n n n 2n
Ona: lim (n(n_tl)a_ljz lim n(ntl) _a
N=>+o 2n n n>+0 2N 2
Finalement :
__E(a)+E(2a)+..+E(na) a
nI—IH]oo n2 :E

Résultat final

im E(a)+E(2a)+..+E(na) _a
n’ 2

n—+w
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