Soit n un entier naturel non nul.

1. Calculer S =13, S, =13+23%, S, =13+ 23+ 3% et S, =13+ 2% +3%+43.

2. D’apres la question précédente conjecturer une expression simple
pour S,,.

3. Démontrer le résultat de la question précédente par récurrence.

Analyse

Un exercice qui fait appel a un resultat classique sur les sommes d’entiers naturels et requiert
d’étre attentif (1*"° question).

Résolution

Question 1.

On a facilement :
s, =1° =[1]
S, =1°+2°=1+8=[9
S, =1°+2°+3° =9+ 27 =[36]
S, =1 +2°+3 +4° =36+64=[100]

Question 2.

On remarque d’abord que les quatre sommes calculées sont des carrés : 1=1*, 9=3°, 36 =67
et 100 =10°.

Intéressons-nous alors aux nombres 1, 3, 6 et 10.

Onremarque que I'ona: 1=1, 3=1+2, 6=1+2+3 et 10=1+2+3+4.

On peut conjecturer :

Pour tout entier naturel nnonnul : *+2*+3*+...+n® =(1+2+3+..+ n)2

n(n+1).

Or, pour tout entier naturel non nul, on a le résultat classique : 1+2+...+n=
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On peut finalement conjecturer :

. s s o , n*(n+1)
Pour tout entier naturel nnonnul : 1°+2°+3°+...+n =T
Question 3.
- s C :3 3 3 3 3 nz(n+1)2
Soit P(n) la propriété « > i*=1°+2°+3+..+n =
i=1

D’aprés la question 1, la propriété P est vraie aux rangs 1, 2, 3 et 4.
Supposons maintenant que P(n) soit vraie, c’est a dire que I’on ait I’égalité :

2
i? =P +22+3+..+n° _n(n+1)

i=1

Etudions P(n+1).

Ona:

n+l

> =13+23+33+...+n3+(n+1)3
i=1

=(13+23+33+...+n3)+(n+1)3

n?(n+1)°
- ( 4+ )_+(”+1)3 (d'apres I'hypothése de récurrence)

_ n+1) [nz +4(n +1)}

—

N

n+1)2

—

(n® +4n+4)

SN

- n+1)2 (n+2)2

—

N

(n +1)2 (n +2)2
4

2
On remarque : (n+1)’(n+2) _ (n+1)° ((n+1)+1)
: y )

P(n +1) est donc vraie (la propriété P est vraie a I’ordre n+1).
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Finalement, pour tout entier naturel n non nul, ona:

n nz(n+1)2
o424+ 40—
;I +224+3+...+n "
Résultat final
nz(n+1)2

VneN' Y iP=1+2°+3+..+n’=
i=1
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