Soit n un entier naturel non nul.
On considere I’équation (En) ou a est un reéel strictement positif :

X"+ X4 x"2 4+ x—a=0 (En)

1. Démontrer que (En) admet une solution unique (a,) sur R*";

2. Montrer que la suite (an) est strictement décroissante. Quelle est la
nature de la suite (a,) ?

3. Enétudiant lim a,"** déterminer lim a,.

Analyse

Les deux premigres questions reviennent a étudier les zéros sur R de fonctions polynémes.
La suite de ces zéros converge vers une valeur que I’on calcule a la troisiéme question.

Résolution
Question 1.

Pour n>1, on définit la fonction ¢, de R dans R comme suit :

X @, (X)=X"+x""+..+x-a

En tant que fonction polyndéme, ¢, est dérivable sur R et admet comme dérivée :

X @, (X) ="+ (n=1)x"? +. +2x+1

Ona: VxeR" Vke{l;2;3;..;n-1},x* 0. Donc : VxeR", ¢, '(x)=1.
On en déduit que la fonction ¢, est strictement croissante sur R*.

Par ailleurs, ¢, est continue sur R* en tant que fonction polynéme.

Enfin,ona: VneN', ¢, (0)=-a (<0) et lim ¢, (x)=lim X" =+

—>+0 X—>+%0

On déduit de ce qui précede que ¢, est bijective de R* dans [—a;+oo[ .




D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit que pour tout n entier naturel
non nul, la fonction ¢, s’annule en une seule valeur a, de R*".

Pour tout n entier naturel non nul, la fonction ¢, s’annule en une seule valeur a, de R*".

Question 2.

Pour tout n entier naturel non nul, on a :

n+l
n

ora(a,)=a,""+a, " +a, " +..+a,—a=2a, " +(a " +a, "' +..+3,—-a)=a

=@ (an )=O

Puisque pour tout n entier naturel non nul, a, est strictement positif, on en deduit qu’il en va
de méme pour a,"*. Donc: VneN', ¢, (a,)>0.

Comme ¢,,,(a,,;)=0,0nadonc: VneN', ¢, (a,)> ¢, (a,.)-

Mais la fonction ¢, , est strictement croissante sur R" et on en déduit finalement :

vneN,a, >a,,

Finalement :

La suite (a,) est donc strictement décroissante.

La suite (an) est une suite de termes positifs, elle est donc minorée par 0. Par ailleurs, nous
venons de démontrer qu’elle était strictement decroissante. On en déduit qu’elle converge.

La suite (a,) est convergente.

Question 3.

Ona:a'"+a"" +..+a,-a=0.
5 N T - . n+1 n 2
D’ou, en multipliant par a, quiestnonnul: a,"" +a," +...+a,"—aa, =0.

Soit: a,"*+(a,"+..+a,’ +a,~a)-a,+a-aa, =0

=0
Finalement :

a,""+a—(1+a)a, =0 (E)

n

Par ailleurs, pour tout entier naturel n non nul, ona: ¢, (1)=n-a.
On a donc, pour toute valeur du réel a strictement positif : ¢, (1) >0 pour n>E(a)+1.

Onaalors: a., , <letdonc: lima, <1.

nN—+0




Finalement :

0<lima, <1

N—+o

Il vientalors: lima " =0.

nN—+co

Or, d’apreés I’égalité (E) obtenue précédemment, ona: lim an"*1+a—(1+ a)x lima,=0.

n—+w nN—+0
. . . a
Onentire, 1+a étantnonnul : lima, =—.
N0 l+a
lima, =—
N>+ l+a
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