Soit & un reel tel que §=0(x).

Montrer que les suites (cos(n&)) et (sin(n@)) divergent.

Analyse

Un exercice classique que I’on peut traiter de diverses fagons. Nous menons ici un
raisonnement par I’absurde aprés avoir établi au préalable que la convergence de I’une des
deux suites entraine celle de I’autre.

Résolution

Pour tout n entier naturel, on a les relations :
cos((n+1)9)=cos(ne)cos(e)—sin(nH)sin(H) (1)
sin((n+1)9)=cos(nH)sin(9)+sin(n9)cos(9) (2)

Puisque 6=0(7),ona: sin(#)=0 et les égalités se récrivent :

] ~ cos(n@)cos(6)—cos((n+1)6)

sin(n@) = sin(0)

sin((n+1)@)-sin(n@)cos(8)
sin(0)

cos(nd) =

Ainsi, si I’on suppose que la suite (cos(n@)) converge, la premiére égalité nous permet de
conclure immédiatement que la suite (sin(n&)) converge également. De fagon analogue, si
I’on suppose que la suite (sin (ne)) converge, c’est cette fois la deuxieme égalité qui nous
permet de conclure que la suite (cos(nH)) converge egalement.

Nous supposons donc que I’une des suites (cos(ne)) et (sin (ne)) converge. D’apres ce qui
précede, elles convergent toutes les deux.

Notons alors : lim (cos(nd))= e et lim (sin(nd))= 4.
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Ona: lim cos(nd) = lim cos((n+1)#) =« et limsin(ng)= limsin((n+1)6)= 3.
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En passant aux limites, les égalités (1) et (2) donnent alors le systéme :
a =acos(0)-Bsin(0)
B =asin(0)+ Bcos(8)

Soit :

{(1—003(0))(1 +sin() =0
sin(0)a +(cos(0)-1) =0

Le déterminant associé a ce systéme vaut :
1-cos(8) sin(6)
sin(@)  cos(8)-

J: —[1-cos()] —sin?(0) =—1+2cos(6)~1=2[ cos(0) 1]

Il est non nul puisque 0 (7)=> 60 +0(27) < cos(0)=1.
Il vient alors immédiatement : « = =0.

Mais pour tout entier naturel n, on a la relation fondamentale : cos*(n@)+sin”(n¢)=1. La

fonction carrée étant continue sur IR , on obtient, en passant a la limite : o + #° =1, relation
incompatible avec les valeurs de « et £ que nous venons d’obtenir.

Les suites (cos(n@)) et (sin(n@)) ne sont pas convergentes.

Résultat final

Pour tout réel 6#0(), les suites (cos(n@)) et (sin(nd)) divergent.




