Démontrer par récurrence que I’on a, pour tout entier naturel n non
nul :

1+1+1+ 1 <21

22 32 2_

1

Analyse

Cette inégalité est intéressante puisqu’elle permet, par exemple, d’établir que la suite (Sn)

définie par: VneN, S, = Zi

est convergente (croissante et majorée par 2, puisque I’on a,
k2
k=1

. 1 . .
pour tout entier naturel n non nul : 2—=<2). D’ailleurs, on a « classiquement » :
n

0 1 7[2
T

Résolution

Considérons, pour tout entier naturel n non nul la propriété & suivante :

1 1 1
Pk oAt t A <2-2 >
A R n’ n
Initialisation :
Pour:n=1,0na: lzzlzl et 2—1:2—1=2—1=1.
1° 1 n 1

L’inégalité (on a I’égalité en fait) est vérifiée. La propriété & est donc vraie.
Hérédité :

Soit n un entier naturel non nul quelconque fixé.
On suppose que la propriété & est vraie, c'est-a-dire que I’on a :

1 1 1 1 1
—t—F—=+.+—=<2-=.
1?2 22 3 n’ n

On s’intéresse a la propriété &,
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On considere donc la somme : —+-—+— — .
1© 2° 3 n (n +1)
En utilisant I’hypothése de récurrence, on, a:
1 1 1 1 1 1 1
n

bt <2
Etatet +n2+(n+1)2 +(n+1)2
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n (n+1)2
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n+1)2 -n
n(n+1)2
n+n+1
_n(n+1)2
n’+n
n(n+1)2

—2—

<2-

La propriété &, est donc vraie.

n

Conclusion générale : la propriété & est vraie pour tout entier naturel n non nul.

Résultat final

Pour tout entier naturel n non nul :
iz i2+i2+...+is2—1
1 2° 3 n n
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