On considere la suite (u,) définie par :

n
1
VheNu,= Y —
Nt =2 o

Montrer que la suite (u,) converge vers un nombre irrationnel.

Analyse

On peut s’inspirer de la démarche (classique) consistant a établir que la suite de terme

51 o . .
génerale u, = Z—I converge vers un réel irrationnel (il s’agir de e).
k=0 ™=

Résolution

Notons, dans un premier temps, que pour tout entier naturel n, on a:

u .. —u =§ L —Zn: L = ! >0
"N &%k & 2%k 2™ (n+1)!

k=0 k=0

La suite (u,) est donc strictement croissante.

1 .
<— et donc, pour tout entier naturel n :

Par ailleurs, pour tout entier naturel k, ona : ——<
2°k! k!

Zkl Szi,soit:uns i
2°k! k! k!

k=0 k=0

Or, on a classiquement : VneN, Zis lim Zize.

n—-+p

La suite (un) est donc majorée (par €).

La suite (u,) étant croissante et majorée, elle converge.
Nous notons L sa limite.
Pour montrer que le réel L n’est pas rationnel, nous introduisons la suite (v, ) définie par :

1
2"n!

vneN,v, =u,+
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Pour tout n entier naturel, on a:

V,,—V. =U +;—(u+ 1 J
n+l n n+1 2n+1(n+1)! n 2nn!

=(Upyy —Uy )+ ! I
2" (n+1)l 2'n!

1 1 1

T2 (n+1)l 27 (n+1)l 2'nl

2 1

" 2" (n+1)! 2!

11
2"(n+1)! 2"n!

o)

1 1 _— . o
Comme (n+1)!>n!,ona: ( 1)|——|s0 et on en déduit que la suite (v, ) est décroissante.
n+1)! n!
. S . 1
Enfin, on aimmédiatement : lim (v, —u, )= lim =0.
n—+o0 n—>+0 271

Les suites (u,) et (v,) sont respectivement croissante et décroissante et lim (v, —u,)=0.

n—+o0

On en déduit que les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes.
Elles admettent donc une limite commune. Comme lim u, =L, on a finalement :

n—+o0

limu,=Ilimv, =L

N—+o0 N—+o0

2"nt”

Supposons que la limite L soit un réel rationnel. Posons L = P ou p et g sont deux entiers
q

naturels premiers entre eux.

29q1y, <2qq!a'°<2(‘q!uq +1

9 24 q
Or: 2%qlu, = 2°q 'szk. > E::ZZQkq><(q—1)><...><(k+1).

k=0

On en déduit : 2°qlu, e N.




On a ainsi encadré I’entier 2%q !Ep =2%(q—-1)!p par deux entiers naturels consécutifs. Les

inégalités étant strictes ce résultat est absurde.

Le réel L n’est donc pas rationnel.

Résultat final

1
24k!

n
La suite de terme général u, = Z est convergente
k=0

et admet pour limite un réel irrationnel.
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