Soit (Uy) . Une suite arithmetique de raison r.
Démontrer par recurrence le résultat classique suivant :
Uy +Up,

vneN, S, =u,+U, +...+Uy :(n+1) 5

Analyse

Classique ? Ultra-classique aurais-je di écrire ! Tout éleve arrivant en Terminale se doit de
connaitre cette formule voire d’étre capable de la redémontrer selon I’approche traditionnelle
dont le point de départ consiste a récrire la somme sous la somme initiale en inversant I’ordre
des termes :

S, =U,+U +..+U,
S,=u,+U,,+..+U,

Mais le résultat, comme demandé dans I’exercice, peut aussi se montrer par récurrence,
I’étape un peu « délicate » étant, une fois encore I’hérédité ...

Résolution
Soit (u, ) une suite arithmétique de raison r.

Pour tout n entier naturel, on pose :

Uy +U
F < S =Ug+Uy +..+U, =(n+1) 22—

n

»

Initialisation
U, +u U, +Uu
Pour n=0,0na: S, =u, et (n+1)%:(0+1)%:u0.
Donc . est vraie, la propriété est initialisée.
Hérédité
Soit maintenant n un entier naturel quelcongue fixé.

)UO+Un .

On suppose que la propriété .7 est vraie, c'est-a-dire : S, =uy+u, +...+u, =(n+1




On s’intéresse a ., . On veut montrer que ., est vraie, c'est-a-dire, que I’'on a:

u,+u
Spi =Up +U; +...+ U, "‘Un+1=(n+2)u

Ona:
S, =Uy+U +...+U +U,,,
= Sn + un+1
U, +U X .
=(n +1)% +U_, (hypothése de récurrence)
U, +u, —r o
=(n +1)°%+ u., (car (u, ) est une suite arithmétique )

:%[(n +1)(u, +u, - r)+2un+1}
=%[(n +1)Uy +(n+1) U, —(n+1)r+2u,, |

=%[(n +1) Uy +(n+2)u,, +u,,, —(n +1)r}

=% (n+1)uy +(n+2)u,,, +U,,, —(n+1)r
Uo

:%[(n+2)uo +(n+2)Un+1:|

:(n+2) U0+Un+1

Ainsi, la propriété .7, est vraie.

n+1

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion

La propriété . est vraie pour tout entier naturel n.

Résultat final

Si (u,) . estune suite arithmétique, alors on a :
N /neN

U, +U
vneN,S, =u,+Uu, +...+u, =(n+1)2—=




