Montrer que I’'on a :
1+22+3+...+n" ~n"

+00

Analyse

Nous vous proposons ici deux méthodes que nous vous laissons le loisir de comparer. La
seconde fait appel au lemme de Cesaro généralisé et s’avere (comme ici !) puissante dans bien
des situations.

Résolution
1" méthode

. . . 142243 +..4n"
On va chercher, classiquement, a montrer que I'ona: lim =1.

n—+o0 n"

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a2, on a:

1+22+3 +...4+n" _1+22+33+...+(n—1)"’1

n n

n n

+1

n—

Lasomme 1+2°+3% + +(n-1) ! comporte n—1 termes, tous inférieurs ou égaux au
dernier (n-1)""). Onadonc: 1+2*+3 +..+(n-1)"" <(n-1)x(n-1)"" =(n-1)".

2 3 _ n-1 _ n _ n n
Et donc : 112 +3 +..n.+(n Y S(n nl) :(n 1) :(1_1j :
n n n n

n
- . ) . a
Rappelons la limite classique, valable pour tout a reel : lim [1+—j =e°.

n—+o0 n

Onadoncici: lim [1—% —el=2,

n—+00 n

+22 43 +...+(n—1)"_l

n

Notre majoration du rapport

est donc trop forte...
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Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a:

:L+22+33+...+(n—1)m_1+22+33+...+(n—2)m2
n" - n"

_1+22+3~°’+...+(n—2)”’2+ 1 (n-1)

n" n-1 n

1+22+33+...+(n—2)n_2 1 ( 1)"
= Ml

nn

n—>+o0 n e

Iim( ! x(l—lj ]:Oxlzo
n—+o{ N -1 n e

142243 +..+(n-2)""

n" '
Lasomme 1+2°+3*+...+(n- 2)"’2 comporte n—2 termes tous inférieurs ou égaux a
(n-2)"*.Onadonc

. . 1Y 1 o
On a vu ci-dessus que I’on avait lim (1——) =e ==, Onen tire immédiatement :

Intéressons-nous donc au rapport :

142243 +..+(n-1)"" <(n-2)x(n-2)"" =(n-2)"" = — x(n-2)"
142243 +..+(n-2)"" § x(n-2) 1 (n-2)" 1 2Y
Puis : <Nn-2 = X = x[l——j .
n" n" n-2 n" n-2 n

n—>+o0 n—+o0

Comme lim (1—gj :e‘zziz,ilvient: Iim{ 1 x(l—zj J=Oxi2=0.
n e n-2 n e

Finalement, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a:

2 3 n n n
0<1+2 +3+...4+n <14 1 x(l—lj . 1 X(l_gj
n" n-1 n n-2 n

avec : lim 1 x[l—lj =0 et lim 1 x(l—zj =0.
n-1 n no+o| N—2 n

n—+w

nN—+o0

Onaalors lim (1+ x(l—lj + 1 x(l—zj ]zl et le théoréme d’encadrement nous

n-1 n n-2 n

permet de conclure :

1+2°+43 +..4n"

n

lim

n—+o0 n

1

Le résultat est établi.
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2°M méthode

On cherche a mettre en ceuvre la généralisation du lemme de Cesaro.

n
L 1+2°+3 +...+n" kz,l:akuk
On cherche donc a écrire le rapport . sous la forme <= avec (u,)

n

n
2. %
k=1
convergente (en I’occurrence vers 1ici...) et Zan divergente avec «, >0 (soit

n
lim > a, =+).
k=1

nN—+oo ==

Pour faire apparaitre une somme au dénominateur, on peut poser :

n" =(nn —(n—1)”‘1)+((n—1)“‘1—(n—2)”‘2)+...+(33 ~2%)+(22-1)+1

Soit : a, =1 et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a2 : a, =k* —(k —1)“.

n
La série Zan est bien sar divergente puisque I’ona: lim Zak = limn" =+o0.
+00 =1

n— n—-+o

On pose ensuite : a,u, =k*.
1
Pour k=1, ila u, =1—=%=1 et pour k supérieur ou égal a 2 :

o
kX kX
U =—="——"—T
o k“-(k-1)
B 1 _ 1 _ 1
K< —(k-1)" 1_(k—1)“‘1 L1 (k=)
k k _ K
k k k-1 k
1

- k
1—1x(1—1j
k-1 "k

k
x(l—lj ]:Oxlzo et on en tire :
k e

" . 1
Comme précédemment, ona: lim (

K—+o0

lim u, = lim L 1

k—>+o0 K—>+o0 k 1-0
1—i x(l—lj
k-1
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n

o
1+2°+3 +..+n" ; KoK
= avec :

n n

n Z a,
k=1

En définitive, on a :

e o, =1 etpour tout entier naturel n supérieur ou égal a2 : o, =k* —(k —1)“.

e D a, divergente.

e limu, =1.

n—+w

D’aprés la généralisation du lemme de Cesaro, on en conclut alors :

a,u
142243 " kz_;‘ Ko
lim . = lim = =limu, =
n—+w n n—+ow n—+0
2%
k=1

On a retrouvé le résultat.

Résultat final

1+22+3%+...+n" ~n"

+00
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