1. Calculer le déterminant :
2a 2a  a-b-c
2b b—c—a 2b
c—a-b 2C 2C

2. Généraliser.

Analyse

On peut classiquement effectuer des manipulations sur les lignes et les colonnes. On peut
également adopter une approche plus ... « vectorielle » en introduisant un vecteur
judicieusement choisi. Cette deuxieme approche permet plus facilement de généraliser le
calcul ...

Résolution

Question 1.
ere

1" approche :

En retranchant la premiere colonne a la seconde, on obtient :

2a 2a a-b-c 2a 0 a-b-c 2a 0 a-b-c
2b b—c—-a 2b [=| 2b —b-c-a 2b |=(a+b+c)| 2b -1 2b
c—-a-b 2C 2c c-a-b a+b+c 2C c-a-b 1 2c

En retranchant alors la premiére colonne a la troisieme, il vient :

2a 0 a-b-c 2a 0 -a-b-c 2a 0 -
(a+b+c)] 2b -1 2b |=(a+b+c) 20 -1 0 |=(a+b+c)’| 26 -1 0
c-a-b 1 2C c-a-b 1 a+b+c c-a-b 1 1
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On peut permuter la troisiéme et la premiere colonne :

2a 0 -1 -1 0 2a
(a+b+c)’| 20 -1 0|=—(a+b+c)’|0 -1 2b
c-a-b 1 1 1 1 c-a-b

On ajoute alors la premiére ligne a la derniére :

-1 0 2a -1 0 2a
—(a+b+c)’|0 -1 2b |=-(a+b+c)’|0 -1 2b
1 1 c-a-b 0 1 c+a-b

En développant alors suivant la premiére colonne on obtient finalement :

-1 0 2a n oh
—(a+b+c)2 0 -1 2b =(a+b+c)2 L cia b‘

0 1 c+a-b
=(a+b+c)2(—c—a+b—2b)
=(a+b+c)’ (—c-a-h)
=—(a+b+c)3

Finalement :
2a 2a a—-b-c
b b-c-a 2b =—(a+b+c)3
c—a-b 2¢C 2¢C
2°™ approche :
On remarque que :
2a 2a  a-b-c 2a 2a 2a—(a+b+c)
2b  b-c-a 2b |= 2b 2b—(a+b+c) 2b
c-a-b 2c 2c Zc—(a+b+c) 2c 2C

Supposons que I’espace vectoriel considéré soit rapporté a la base (T, 1, IZ).

Posons alors s=a+b+c et définissons le vecteur G =ai +bj +ck .
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Dans ces conditions, on a :

2a 2a  a-b-c 2a 2a 2a—(a+b+c)
2b  b-c-a 2b |= 2b 2b—(a+b+c) 2b
c-a-b  2c 2c Zc—(a+b+c) 2c 2c

= det(ZU—sIZ, 20 —sj, 20 — sT)

On peut ainsi utiliser directement la multi linéarité du déterminant et remarquer qu’en
développant tout déterminant faisant apparaitre au moins deux fois le vecteur U sera nul.
Il vient donc :

2a 2a a-b-c
2b  b-c-a 2b =det(2l]—slz,2U—sT,ZU—sT)
c—-a-b 2c 2¢
=det(ZU,—sT,—sT)+det(—sIZ,ZU,—ST)
+det(—sl2,—si,26)+det(—sl2,—si,—s?)
=2x(—s)x(—s)x[det( If)+det(l2,ﬁ,ia)+det(#,f,U)}
+(=s)x(=s)x(- s)xdet(IZ,T,T)
=2¢° x[det(al +bj +ck, ], f)+det(E,aT+b]+cE,T)
+det(K, J,af +bj +ck ) | 5" xdet (K, 7.T)
:Zszx[det(clz, ],i”)+det(|2,bj?,")+det(lz j,a T)} S xdet(lz ]T)
=2sx(a+b+c) xdet(k j.i ) xdet(lz I f)
:253det(|2 i, T) s xdet(lz i T)
=5’ det(k ]f)
Or,ona:
0 0 1
det(lZ ]r): 01 0=-1
1 00
Finalement :
2a 2a a—-b-c
2b  b-c-a 2b |=-s’=—(a+b+c)
c—-a-b 2C 2C
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Question 2.

On peut généraliser le calcul précédent en posant, pour tout entier naturel non nul :

28,
2a,

2a_,

28

2a,

2a

n-1

a, - a

i#n

a,—a-—a,—..

n
En posant s = Zai , on obtient :

28

2a,

28, 23,
2a, a—a —a;—..—a,_; —
Ly~ —a,—.—a,—a, .. 2a_
e 2an Zan
28, 2a, -y a
i#l
2a, a,-Ya 2a
i#2
o |=d,
an—l - Z a'i 2an_1 2an_1
izn-1
2an 2an 2an
i=1
28, 2a,  a-).a
i#l 2a1 2a1
2 ’ ; ? 2a, 2a,
a, - Z q 2a, 2a, 2a,, 2a,,-S
i#n-1 Zan s Zan
2an Zan 2an

En notant (&,,€,,...,€,) labase de I’espace vectoriel considéré et en posant

U=a€ +ayf,

28,
2a,

2a

n-1
2a,-s
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+...+a.€,, il vientalors :
28, 28,
2a, 2a,—S
2a, ,—S 2a,
2a, 2a,

a—s
2a,

2a

n-1

2a

n

— det (20 - $8,, 20 — S8, ,,..., 20 —

a—a,—a;—..
a, 2a,
2a, ,
2a,
28, &S
2a,—-S 2a,
2an—l 2an—l
2a, 2a,
S€,, 20 — 5§,
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En procédant comme précédemment (développement du déterminant), on ne conserve que les

déterminants ou le vecteur U apparait au plus une fois et il vient :

d, =det (20 — €, 20 - SE, ..., 20 — SE,, 20 — €, )
=det(20,—s€,,, —sé2 —~

det (—se

:2(—3)”’1det(aé - é) ( s)“det(én,
et(&

+..+2(— )

=2(-s)""[det(ag +a, +..+2a,8, € ,...6,

+.. +det(e g

=2(-s)""[det(a,g, 6, ,...6,.& )+det(e a,
+.. +det(en €, ez,alél)]+ -

=2(-s)""(a, +a,, +. .+a1)det(” € 11nby,
=25(-s)" " det(&,,8, 1,5, 8 ) +(~ )det(én
=(-s)""(2s- s)det(en € 1650 6)
=s(-s)"" det(&,,6, ,. ,ez,el)

=(-1)""s" det(&,,6, 1,6,

Il convient désormais de calculer det(g,,€, ,,

SE )+det(—sé 20,—S6

&.8).

& 2,alé1+61262+...+an€>n)] (-s)"

C’est un calcul classique que I’on peut mener par récurrence, par exemple, ou directement a

partir de :

en développant suivant la derniére colonne ...

n(n-1)

On obtient : det(€,,&, ,,...&,,&)=(-1) 2

Finalement :
n(n-1) n(n—1)+ .

d=(-2" () e =y e

n
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0 0 0
0 0 1
0
0

(n-1)(n+2)
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Résultat final

Ona:
2a 2a
2b b—c-a
c—a-b 2¢C
Plus généralement :
28, 28,
2a, 2a,

avec .

a—-b-c
2b =—s3=—(a+b+c)3
2C
28,  a-)a
i#l
a,->.a 2a,
i=2 n(n+1)
v |==(1) 2 S
2a, , 2a, ,
2a, 2a,

PanaMaths

Juin 2007




