I Calculer, pour les entiers naturels n et m tels que 0<m<n, le
déterminant :

0 1 m
c, C .. C]

0 1 m
Cn+1 Cn+1 cee n+1
0 1 m
Cn+m Cn+m cee Cn+m

Analyse

Nous avons affaire au calcul d’un déterminant d’ordre m-+1. On peut, pour n fixé calculer
quelques-uns des déterminants correspondant aux premiéres valeurs de m pour se faire une
idée du résultat ...

Résolution
Notons d (m, n) le déterminant a calculer.

Soit alors n un entier naturel. On a :

d(O,n)= C,‘,’ =C,ﬁJ =1
Si n est non nul on a ensuite :
0 1 1 n
d(Ln)= CO” Cl” = =n+l-n=1
Cn+1 Cn+1 1 n+
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Si n est strictement supérieura 1, ona:

1 n n(n-1)
cd ¢ c? 2
d(z’n):Cr?u Crl,ﬂ C:+1:1 n+1 n(n+l)
2
Cr?+2 Cr]1-+2 Cr12+2
1 n+2 W
2
1 n n’-n 1 n n?-n
1

0 1 2n+2

Soit alors n un entier naturel non nu

2
0 1 2n+2

1 n
L1 net neenl=to 1 on =‘ ]J

=11 n+1
2

1 n n®—n
n®+n

1 n+2 n*+3n+2

Montrons, pour tout entier naturel m inférieur ou égal an, que I'ona: d (m, n) =1

D’apres les calculs menés préecédemment, la propriété est vraie pour m=0 et m=1.
Supposons que n soit strictement supérieur a 1 et supposons que I’on ait d (m, n) =1 avec

m<n.
Intéressons-nous alors a d (m +1, n)

c? c
Cn+1 Cn+1
d(m+Ln)=| : :
c? ct
Cr(1)+m+l Cr%+m+1

cr ¢ h

Cn+1 C:ﬁl 1 C
Cln Cim| I G
C::—m+1 C:rnlwl 1 Cl

Cl

n+l

n+m

n+m+1

m m+1
C, G

m+1

Cn+1 Cn+1
m m+l
Cn+m Cn+m

m m+1
Cn+m+1 Cn+m+l

On soustrait I’avant-derniére ligne a la derniére et on tient compte de la relation fondamentale

chl=CcP+CP*:
1 C! ol
1 Cr]1-+l Cn+1
d(m+Ln)=[: : -
1 Cr::+m Cr:n+m
1 Cr11+m+l Crr1n+m+1
1 C! ol
1 erl-+1 Cn+1
1 Cr::+m Cl'r1n+m
0 Ch, Crim
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C m+1
C m+1 1

n+1

C m+1 1

n+m

Cm+1

n+m+1

m+1
C,

Cm+l

n+l

Ct.nu—Cr

n+m+1

o

m+1
Cn+m
Cm

n+m

m m+1
C, C,
m+1
Cn+1 Cn+l
m m+1
Cn+m Cn+m
Cm _Cm Cm+l _Cm+1

n+m+1 n+m n+m+1 n+m

Juin 2007




On poursuit de fagcon analogue en « remontant » :

Cl Cm Cm+l 1 Cr]‘; Cr:n Cr:nJrl
n n n 1 Cl C Cm+1
Crl1+1 Cn+1 Crr:;.l : ".1+1 I:Hl “.+1
d(m+1’n): : : : : = 1 Cl Cm Cm+l
1 C1 Cm Cm+1 n+m-1 n+m-1 n+m-1
n+m n+m n+m 0 CO Cm—l Cm
CO Cm—l Cm n+m-1 n+m-1 n+m-1
n+m n+m n+m 0 CO Cm—l Cm
n+m n+m n+m
C! (o3 cm 1 C} C cm
Ch, cr, ¢y 0 Cf crtocr
0 Cr(1)+m—2 C:l-_n%n—Z C:l-m—Z 0 Cr(1)+m—2 C:r;-z Crr1n+m—2
0 Cr?+m—1 C:I:r#—l C:lm—l O Cr(1)+m—1 Cr?fn%—l Cr?lm—l
0 Con Com  Com 0 Con Chm  Com
C? (o5 crt cr
Cr(1)+1 Cn+1 Crr1n+_11 Cn+1
=| Z : i |=d(m,n)
Cr(1)+m—1 Cr11+m—1 C:L—r;][—l C:lm—l
CI’?er Cr11+m Cl'?jr_ml C:lm
La propriété est ainsi établie au rang m+1.
Elle est donc vraie pour tout entier naturel inférieur ou égal a n.
Résultat final
Pour les entiers naturels netmtelsque 0<m<n :
c. G Cr
Cr?+1 erﬁl Crr:rl — 1
CI’?er CI:'LPrITI Cr?lm
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