Calculer le déterminant d’ordre n (déterminant de Vandermonde) ou
n>2:

1 a o al? at
1 a aj ay? ajt
1 a 2 eee n-2 n-1
s al al? aj
V(8 8y, .oy 8y)=
1 a,,; a2, a2 a"t
1 & & al? at
Analyse

La structure de ce déterminant, tres classique, suggére de mener une récurrence, le calcul de
V, et V, pouvant mener, si on ne la connait pas, a proposer la formule générale. Mais la

structure tres particuliere de ce déterminant peut également nous conduire a observer
d’emblée les cas d’annulation et a en tirer profit. La correction propose les deux approches.

Résolution
1°* approche

Pour n=2,0na:

1 a
Vi(a,, = =a, —
(a,,2,) ‘1 o %R
Pour n=3,0na:
1 a a
V(a, &, a)=[1 a a
1 a, aj
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Diverses possibilités s’offrent a nous.

On peut, par exemple, développer suivant la premiére colonne :

(a, -
(a,
(
(

1 a &
V(a, a, a)=[L a a
1 a, &

a

2 (a, -

— 8,3, — a8, + ;3] +a,3; 3,8,

—a,(a; -a7)+aa,(a,

[as a,(a,+a)+aa, |

a,)

~a,)| 8 —aa,-3,3,+a3, |
)
)

a,—a)(a;—-

a,-a)a;(a,-2)-2,(3-a)]

a)(a;-4,)

-a,)

Ce calcul ne semble pas propice a une généralisation dans le cadre d’un raisonnement par
récurrence. Mieux vaut, avant de développer, effectuer quelques transformation sur les
colonnes afin de faire plus simplement apparaitre les facteurs du résultat.

Nous commencons par retrancher & la troisieme (et derniere) colonne a, fois la seconde :

V(a, a, &)

= = B B =B B

2

| L oa a-a
a|l=[l a, a-aa,

a;l I a aj-aa,

Nous retranchons ensuite a la deuxiéme colonne a, fois la premiére :

V(a, a, a)=
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= = =B = B =

a

a, aZ(aZ_a'l):l a,—q az(az
a, a(a-a) L a-a a(a-a)

0

1 a-a

0

a,—aq az(az_ai)
a2 a(a-a)

0
-a,)

Février 2008



On factorise alors :

Il
—_
()}

N
|
D
~
—_
L
|
L
~—
—_
':)SD
L
~

La fin du calcul en révele tout I’intérét : un mécanisme de récurrence est apparu (ayant
travaillé avec a,, c’est V (az, ag) qui apparait a la fin. Si nous avions travaillé avec a,, par

exemple, c’est naturellement, V (a,, a,) qui serait apparu ...) !

Les calculs précédents conduisent a poser :

V(a2 a0 a)= ] (2-2)

I<i<j<n

Nous venons d’établir cette égalité pour n=2 et n=3. Supposons qu’elle soit vraie au rang n

et montrons qu’elle I’est au rang n+1.

On considére donc maintenant :

2 n-1

4 & aQ
a a )t
a; & ;™

V(a, a, ...,a, a,,)=|. :

a, arf ag’l
2 -1
1 an+1 a arr11+1

Nous procedons comme précédemment en partant de la derniére colonne (la colonne n+1) a
laquelle nous retranchons a, fois I’avant-derniere (la colonne n). Puis nous retranchons a
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I’avant-derniére a, fois I’antépenultiéme (la colonne n—1) et ainsi de suite en finissant par
retrancher a la seconde colonne &, fois la premiére. On obtient alors :

Va, a, ...,8,, a,,)=

On développe immediatement suivant la premiere ligne :

V(ay, 8, ..ay a,) =),
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1 a-a a-af
1 a-a aj-aa,
1 a-a aj-aa,
1 a-a al-ag,
1 a,-a a§+1 —aa,,

1 0 0

1 a,-3 az(az_ai)
Loa-a  a(a-a)
1 a,-a afa,-a)
1 Ay~ Ay (an+1 - ai)

1 0 0

1 a-a az(az_ai)
1 a-a  a(a-a)
1 an_al an(an_al)

1 G —& A, (an+1 - al)
a—a a,

(
-2 a3(as_—a1)

an_ai an(an_al)

A~ ay (an+1 - al)

a-a a —ay
at-aa)’ a)-aa)’
8 -aa & -aa
alt-aa)’ al-aa)’
ay;—aal; an,—aan,

0 0
a?(a,-a) a'(a,-a)
a’(a,-a) & (a-a)
a?(a,—a) ar'(a,—a)
ar (. -a) ani(a,-a)

0 0
a’(a,-a) a'(a,-a)
a(a-a) & (a-a)
al’(a,-a) a'(a,-a)
a:;lz (an+1 - al) ar?j (an+l - ai)

a’(a,-a) a'(a-a)
& (a-a) a(a-a)
ar’(a,—a) a'(a,-a)
al;(a,—a) ani(a.,-a)
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La factorisation est alors immédiate :

u-a  y(a,-a) - A(y-a) a(a,-a)
&-a  yla-a) - at(y-a) al(a-a)
V(a, a8, ..., ay)=| : : :
a,-a a(a-a) - a’(a-a) a(a-a)
8a=8 Au(d.-a) - af(a.-a) ag(a..-a)
1 a, .. a2 a

1 a .. a7 a
=(a,-a)(a-a)...(a, —a)(a,,—a)| SO

n-2 n-1

n a‘n

n-2 n-1
an+l a a

On peut alors appliquer I’hypothese de récurrence a V (a,, ...,a,, a,,,) puisqu’il s’agit d’un

déterminant de Vandermonde d’ordre n: V (a,, a,, ... a,,)= [] (a-a).

2<i<j<n+l

Finalement :

n+1

V(ail.’ a‘2' . n’ n+1 2( )XV aZ’ ""an’ an+l)
]=
n+1
=[1(a-a)x [T (a-a)

=2 2<i<j<n+l

=1 (a-a)

L’égalité est ainsi établie au rang n+1.

On a hien :

2éme

approche

On constate d’emblée que le déterminant est nul dés lors que a; =a; pour deux indices
différents (deux lignes sont alors identiques).
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Posons alors :

=
jab]
=}
iR
o]
=S DY
iR
2
iR

La fonction f est une fonction polynéme de degré n—1 s’annulant pour x=a,, x=a,, ... et
X =a,.On dispose donc des n—1 racines et il vient immediatement :

f(x)=a(x-a,)(x-a,)..(x-a,)

OU « est un coefficient & déterminer. Si on développe V (X, a,, ...,a,) suivant la premiére
ligne, on constate que le coefficient de x"* est :

1 a .. a

-y

x n
1 a‘n -1 a‘n -1 a‘n -1
1 a a

Il s’agit simplement du coefficient « cherché.

On a dong, finalement : f (x)=(-1)""xV (a,, ...,a,)x(x—a,)(x—a,)..(x~a,).

Mais : (—l)"'lx(x—az)(x—ag)...(x—an) =(a,—x)(a;—x)...(a, = x).

Finalement :

En choisissant x =a,, on retrouve la relation :

V(a, a,, ...,a,)=V(a, ....a,)x(a,-a,)(a,-a)..(a,-a)
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Résultat final

n-2 n-1
& o
a, a? at
V(a, a,, ....a,)= : - (a,-a)
2 1 <i<j<n
anfl a:—l a:—l
4 At A

PanaMaths Février 2008




