. 1
1. Pour tout entier naturel n, calculer IO X" In(x)dx.

2. Montrer que ﬂn(x)ln(l—x)dx:iﬁ.
=in(n+

(Ecole Polytechnique — ENS Cachan — PSI —2016)

Analyse

La premiére question permet de cerner la démarche conduisant a I’égalité demandée dans la
deuxiéme question.

Résolution

Question 1.

Commencons par traiter le cas particulier, classique, n=0.
1
On s’intéresse donc a: I In(x)dx.
0
Comme primitive de la fonction logarithme népérien sur I’intervalle ]0;1] , on a la fonction

X xln(x)— X qui admet une limite finie (nulle) en 0. 1l vient donc :

I:In(x)dx = !jm[xln(x)—x]i\ =1im{LxIn(1)-1-[ AxIn(A)- A} =1

A>0 A>0
Soit :
1
J'O In(x)dx=-1

Supposons maintenant n>1.
Dans ce cas, I’intégrale ne pose pas de probleme de convergence car on a : Iing x"In(x)=0.
X—>

x>0

Procédons alors a une intégration par partie en posant :
u(x)=In(x)=u'(x)=

V'(x)=x"<=v(x)=——=x
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Il vient alors :

1
jx” In(x)dx={ ! x”*lln(x)} B Zdx
n+1 o “on+1 X
= —0—i “x"dx
n+1-Jo
L[L}
n+lin+1 0
_ 1
(n+1)2
On constate que pour n=0,0na: —%:—%z—lzrln(x)dx.
(n+1) 1 0
Finalement :
VneN,jlx"ln(x)dx=— ! .
0 (n+1)
Question 2.

Commencons par établir I’existence de I’intégrale _[Olln (x)In(1-x)dx.

Ona: In(1-x)~~x etdonc Ixi%gln(x)ln(l—x)z Liizg[—xln(x)]:o.

En posant ¢ =1-x, ona par ailleurs : limIn(x)In(1-x) = Iging[ln(@)ln(l—e)] =0.
x<1 0>0

L’intégrale est bien convergente.

, . 1 & . -1 s .
Pour tout réel x dans I’intervalle [0;1[ ,ona: 1—=Zxn puis : 1—:—2 x" et enfin, en
=X n=0 - n=0

tenant compte de In(1—x)=0 pour x=0 : '”(PX)Z_iﬁ "
n=0 +

On peut alors écrire :

J'Olln(x)ln(l— x)dx:—jolln(x)(

- 1 n+l _ 1+w1 n
Omx )dx_—jogﬁln(x)x dx

n=

Peut-on inverser intégrale et somme ?

T . L. . 1
Pour étudier la convergence uniforme de la série de fonctions Z—In (x) x", nous pouvons en
n

étudier la convergence normale.

n

Pour ne N, on définit la fonction f, sur ]0;1] par: fn(x)z%ln(x)x :
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Elle y est dérivable eton a:

vneN', Vxe ]0;1], f, I(X) Z%‘:ix X" + In(x)xnxnl} :%(1_,_ nln(x))x"*l

1
La dérivée de f, estdonc dusignede 1+nin(x).Ona: 1+nin(x)=0< x=e ".
Il vient alors :

1
e Si XG}O;e{, 1+nin(x)>0.
1
e Si X€:|e n ;1] 1+nin(x)<0.

1
Ainsi, la fonction f, admet un minimum global sur ]0;1] en e " qui vaut :

ER T A 1y 1
fn(e“j:—ln(e”jx(e"j =— 5
n exn

Enfin : lim f, (x) = f, (1) =0.

x>0

1

On déduit immédiatement de ce qui précéde : vne N, |f | =——.
“ o exn

L. 1 . . .
Or, la série Z—z est convergente (série de Riemann convergente). Il en va donc de méme
n

1

pour la série > => |l -

exn?

- . 1 .
La série de fonctions Z f, = Z—In (x)x" est ainsi normalement convergente. Elle est donc
n

uniformément convergente sur [0;1] etonaalors:
J'lln (x)In(1-x)dx = —Ilil In(x)x"dx = —zl'flln (x)x"dx
0 0 = N n o
En tenant compte du résultat de la premiére question :

.[:In(x)ln(l—x)dx=—§%j§ln(x)x”dx=—§i[— 1 zjzi L -

n=1 n N (n+1) n=1 n(n+1)

On a bien obtenu I’égalité cherchée.

1 R 1
[ £t
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