Déterminer le rayon de convergence de la série entiere :
(2n)!

ZWX

Etudier la convergence aux bornes de I’intervalle de convergence.

Analyse

Les coefficients ne posent pas de probléme d’existence particulier. Leur forme suggére
d’utiliser la regle de d’Alembert.

Résolution
our tout entier naturel n, posons : u =(2n)!.
Pour tout entier naturel n, p N
Onaalors:
(2(n+1))2!
U, _ ((n+2)Y) Z(Z(n+1))!x(n!)2 _(2n+2)t (n1)’
u, (2n)! ((n+1)!)2 (2n)t  (2n)! ((n+1)!)2
(nt)’
_(2n+2)(2n41)(20)  (n)°  (2n+2)(2n+)
(2n)! ((n+1)><n!)2 (n+1)°
_4n+§
n+1
ntt
Ona: lim|4—2 |=4x1=4.
>z N+l

On en déduit alors, d’aprés la regle de d’ Alembert, que le rayon de convergence de la série

- a1
entiére est égal a 7
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Etudions maintenant la convergence aux bornes de I’intervalle de convergence.
(2n)r/ 1Y
(ny" 4/

Il s’agit d’une série a termes positifs. Faisant principalement intervenir des factorielles, nous

Pour x:%, on doit étudier la série Z

n
- - n
allons utiliser la formule de Stirling : n!~ (—) 27N .
+00 e

+00 e e

2n 2n 2n
Onaalors: (2n)!~[@j N2 x2n =2°" (ﬂj 24/7n et (n!)2 ~[Ej x 277N
o\ @

On en déduit :

1

N

La série de Riemann Z

] n
étant divergente, on en déduit que la série Z EZT))Z (%)
n!

diverge.

1 n
Pour x =, on doit étudier la série 2@(—ij :
4 (n)y"\ 4

T

] =(a, ) est-elle décroissante ?
n

11

ST

Il s’agit d’une série alternée eton a :
(2n)!( 1}”
(ny°\ 4

D’apreés les calculs menés lors de la détermination du rayon de convergence de la série
entiére, on a:

La suite [

(2(n+1))! 1 .
a,_((n+D)) 47 "5
a, (2n)' 1 n+1

(n!)z 4n

On en déduit que la suite (a, ) est strictement décroissante.

. . - . . . 2n)t 1y
D’apres le theoreme spécial des séries alternées, la série Z( )2 2 converge.
|

(n)
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Résultat final

(2n)

- | ! ) . 1.1
La série entiere ZW x" converge pour tout réel x de I’intervalle [_Z ; Z{
n!
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