Développer en série entiére la fonction f définie par :
f(x)= In(1+ X+ x2)

Analyse

On peut facilement faire apparaitre des fonctions développables en séries entiéres en
considérant I’argument du logarithme népérien comme la somme des trois premiers termes
d’une suite géométrique ...

Résolution

Pour x#1,0na:

Pour x <1, on peut alors écrire :

1-x®
1-x

f(x):ln(1+x+x2)=ln(

J: In(1-x*)-In(1-x)
La fonction x> In(1—x) est développable en série entiére sur |-1;1] etona:

In(1-x) =—+Zw: X

n=1 n

On a I’équivalence x e |-1;1[ < x* e |-1;1] (x> x* est bijective de |-1;1] dans lui-méme)
et il vient immédiatement :

In(l—x3)=—i(xs) z_i X

n=1 n n=1 n
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On en tire, pour tout x de |-1;1[ :
f(x)=In(1-x*)=In(1-x)

_ +Zoo: X3k+1 . X3k+2 . X3k+3 B X3k+3
= 3k+1 3k+2 3k+3 k+1
X3k+1 . X3k+2 ~ 2X3k+3
3k+1 3k+2 3k+3

Résultat final

La fonction f définie sur R par :
f(x)=In(1+x+x*)
est développable en série entiére sur I"intervalle |-1;1] etona:

+00 3k+1 3k+2 3k+3
fF(x)=3 A S 2X
3k+1 3k+2 3k+3

k=0
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