Développer en série entiére la fonction f définie par :

Analyse

On fait apparaitre une fonction développable en série entiére en multipliant le numérateur et le
dénominateur de I’argument de la racine carrée par 1—x.

Résolution

Notons d’abord que la fonction f est définie sur ]-1;1].
On a alors, pour tout réel de |-1;1] :

o X (1-x)* _\/(1—x)2_ IRV .
i )_\/;_\/(1+x)(1—x)_ N = )(1 )

1
Il convient donc, fondamentalement, de développer x — (1— x2) 2,

Pour tout « reel et pour tout réel de ]—1;1[ , on a le développement classique :

(1+x)* :2‘1(0‘_1)(“ —nll)---(a—n+1) )

n

Comme x appartient a |-1;1[, il en va de méme pour —x* et on peut écrire :

(1—X2 )_% = (1+(—x2)); _ i _;[_;_1)[_;_1)“(_;_ n+1j (_Xz )"

Dans un premier temps, simplifions I’écriture de —%(———1}[———1)...[——— n+1) .Ce

produit comporte n facteurs :

TN SO S I O _(-1)(=3)-(=2n+1) _ _1n1.3.5...(2n—1)
e R
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On fait alors apparaitre (2n)! au numérateur :

11.35..(2n-1) _ 1y 1234..(2n-1).(2n) _ (1)

(2n)! (—1)" (2n)!

(=) 2" 2"x2.46..(2n) 2'x2"xnl 7 2" xnl
Finalement :
—%[—%—1}[—%—1}...[—%—n+1) =(-1)" 2(232);!
Il vient alors :
Doy B . .« ()
() = Sl ey - By By 5

D’ou, finalement :

f(x)=(1-x)(1-x* )_% =(1- X)ifn(i—r(?]ll)z X" = 2—22"(?(]?1!!)2 (3" =)

n=0

Résultat final

La fonction f définie sur |-1;1] par:

est développable en série entiére sur I"intervalle |-1;1] etona:

n=0 22n X (n I)

f(X)— Ny (Zn)! Z(in_xzm)
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