Calculer :
+oo (_1)n X2n+1
n; 4n? -1

Analyse

On commence par déterminer le rayon de convergence de la série. Ensuite, une décomposition

. . . 1 . .
en éléments simples de la fraction yro) permet de se ramener a deux calculs plus simples.
n -

Résolution
(_1)n X2n+1 (_1)” (XZ )n o .
Comme : 4n2 1 =X 4n2 1 , on s’intéresse au rayon de convergence de la série

| -1 . 2 A x e s
entiere z# Comme lim 4n—21 =1, on peut conclure, gréace a la régle de
4n° -1 ”**°°4(n+1) -1

(=1"y"

a1 admet 1 pour rayon de convergence. Il en va
n —

() 5o
4n? -1 et 2, 4n?-1

D’Alembert que la série entiere z

donc de méme pour les séries entiéres Z

_1 n X2n+1 _1 n
Pour x=1,0na: ( )2 = ( 2) . Comme %~i2 et comme la série ziz est
4n° -1 4n° -1 4n° —1+=4n 4n

L . » » -1)"
une série de Riemann convergente, la série numerique ZLE 3 ) 1 est absolument convergente
n —

et donc convergente.

1\ 2+ N\ (_ 2n+1 _ n+l
Pour x=-1,0na: ( 1)2X =( 1) (2 1) =( t) et, en raisonnant comme dans le cas
4n“ -1 4n“ -1 4n“ -1

4n% -1

précédent, la série numérique Z est absolument convergente et donc convergente.

n,2n+l
En définitive, la série 2(4)2—1 converge pour tout réel x de I"intervalle [-1;1].
n- —
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On a facilement :

1 1 _1( 11 )
4n’-1 (2n+1)(2n-1) 2\2n-1 2n+1

On peut alors écrire, les séries entieres z étant également

_1 n X2n+l _1 n X2n+l
CIESEIC)
2n-1 2n+1
convergentes sur I’intervalle [—1;1] (pour x=-1 ou x =1, conclure a I’aide du critére

special des series alternees) :
+o0 (_1)" x2nt 1 &= (_1)n X2+t 1 = (_1)n X2+

2, an?—1 :Ez 2n-1 ‘§§ 2n+1

n=0 n=0

Posons alors, pour tout x réel de I’intervalle [-1;1] :

+o0 (_1)” X2n+1 400 (_1)" X2n+1
=y~~~ eth(x)=) —F——
9(X) =2 () =2

Ona:
400 (_1)” X2n+l

909= 2 S0

n=0
. (_1)” X2n+l
=—X—X +n22:—2n N
)n X2n -1

=—X— x+xzz P

n=2
n+l 2n+1
1) x

=X XY _2n+1

n=1

Pour tout x réel de I’intervalle ]—1;1[ , en dérivant termes a termes la série entiére

(_1)n x2t . , . . n+l 2n
ZW' on obtient la série entiére »_ (1) .Ona:
+oo_n+1 2n__+°0_n2n:_+w_2n=_+w_2n:_ 1 _1_ 1
;( )7 x*" = ;( 1) x HZ{( x') =1 ;( x) =1 1-(—x) e

sont les fonctions de la

Or, les primitives sur I’intervalle ]—1;1[ de la fonction X|—>1—1 ! >
+ X

forme x— x—arctan x+C ou C est une constante réelle.




oo (_1)n+l X2n+1
Comme 2 1 =0 pour x=0, il vient C =0 et, finalement :
n=1 +
oo (_1)n x 2+ , e (_1)n+1 X2+ , , ,
=)+ =—X-— — = —X- —arctan x) = —x— X" arctan x
g9(x) nz=0 P~ X x+x§ P x—x* +X* (X X)

En raisonnant de fagon similaire, on obtient :

400 (_1)” X2n+1

(x)-3

=~ 2n+1

=arctan x

Finalement, pour tout x réel de I’intervalle ]—1;1[ ,ona:

iw = —(—x— x? arctan x —arctan x) = —l[x+(x2 +1)arctan x]
L1 2 2

Résultat final

vxe]-1;1], i(_jzr;—lem - —%[x+(x2 +1)arctan x}
n=0 -

Onadonc:

vxel-1;1, —%[x+(xz +1)arctan x} S AT AT AT




