Pour x reel, on pose :
f +00 o l
X)=>» x"sin—

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
2. Etudier la convergence pour x=+R.
3. Déterminer lim f (X).

Xx—R

X<R

Analyse

Une étude au bord de I’intervalle ouvert de convergence pour une série entiére Zanx" dont
on obtient facilement un équivalent de a, .

Résolution

Question 1.

. .1
Posons, pour tout entier naturel nnon nul : a, =sin—.

Jn
On a immeédiatement : lim 1 =0 puis sin 1 !
o n Jn=n
sin ! !
.. a n ) . . .
D’ol: L = Vn+1 ~ Vn+1 =\/ .Or lim SLLE. lim ﬂ=1. La fonction racine
an sin 1 +o0 1 n+1 n>+o 41 no+on
JnoVn
. . S n R
carré étant continue en 1, onen tire lim ,|—— =1 puis lim =1,
n—>+o \| N +1 N—>+o0 an

Le rayon de convergence de la série entiére est donc égal a 1.

R=1
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Question 2.
- Etudeen x=-1

On s’intéresse donc ici a la série de terme général (—1)n sin—

\/ﬁ )
Commeona Vne N, \/_ IS ]0 1] { 72[} il vient immédiatement Vne N”, smTz 0.
Nous avons donc affaire a une série alternée.

est strictement croissante et la fonction sinus est strictement croissante sur

j :(sini] est strictement
neN” \/ﬁ neN*

| .
De plus : lim ——0 et la fonction sinus est continue en 0. D’ou : lim sin—==sin0=0.

n—-+oo \/7 N—+o0 \/ﬁ

Le critére spécial des séries alternées nous permet alors de conclure que la série

> (1) sin % est convergente.
n

La suite [i

il

[O : %} . On en déduit que la suite [(—1)n sin—

n

décroissante.

La fonction f est définie pour x =-1.

- Etudeen x=1

On s’interesse donc ici a la série de terme géneral sin—.

Jn

Comme vu précédemment, ona: VYne N, sin—=>0. La série est donc & termes positifs.

\/_
De plus (cf. la question 1.) : sini L Or, la série de terme général 11 est une
. ) . \/ﬁ o \/ﬁ . [} \/ﬁ n%
série de Riemann divergente (% <1). On en déduit finalement que la série ZSin% est elle-
n

méme divergente.

La fonction f n’est pas définie pour x =1.
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Question 3.

On cherche ici lim f (x).

x—1
x<1

La fonction f est clairement croissante sur [0 ; 1[ . Elle admet donc une limite en 1~ (finie ou

infinie) et Iirrll f(x)= sup f(x).
X<l [0

Pour tout réel x dans [0;1] et tout entier naturel N non nul, ona:

i 1
> ) X"sin—=
n=1 \/ﬁ
Donc: sup f(x)>sup ) x" sm sm
xe[0; 1] ( xe[0; l[; Z
d N eN’, sup f ( i g
En d’autres termes : VN € sup > sin—.
xe[0:1] n=! \/ﬁ
C (i in j li i ! ( de Ri
omme sin— est croissante et lim ) sin— = +oo (série de Riemann
=1 ,\/ﬁ NeN' N —+o0 \/ﬁ
divergente), on a finalement : sup f(x)= Im; f(X)=+w.
xe[0;1] iz
lim f (x) =+

x—1
x<1
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