Une urne contient 2 boules blanches et r boules rouges.

Les boules sont indiscernables au toucher.

On effectue des tirages sans remise dans cette urne en tirant, a chaque
fois, une seule boule.

On note X le rang de sortie de la premiére boule blanche et Y le
nombre de boules rouges restant dans I’urne a cet instant.

1. Donner la loi de X.
2. Calculer E(X) et E(Y).

Analyse

Un exercice d’application du cours, prétexte a un premier calcul d’espérance faisant intervenir
des sommes classiques. Le second découle directement de la linéarité de I’espérance.

Résolution

Question 1.

La variable aléatoire X peut prendre toutes les valeurs (entieres) comprises entre 1 (la
premiére boule tirée est blanche) et r +1 (on tire d’abord les r boules rouges puis une boule
blanche). On a donc :

X(Q)={l; 2:3;...1; r+1} =[[1; r+1]]
On cherche maintenant & déterminer, pour tout entier dans [[1;r+1] : p(X=x).

Sionnote R, I’événement « la iéme boule tirée est rouge » et B, I’événement « la iéme boule

tirée est blanche », alors on a, en tenant compte du fait que I’urne contient un total de r + 2
boules :

1
X=1)= B, )=——
P(X=1)=p(B)=—
Puis :
p(X=2)=p(R,NB,)=——x—2
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Puis :
r r-1 g

X X

P(X=8)=p(R.NR,NB,)= r+2 r+1 r

Plus généralement :

p(X=x)=p(R,NR,N..NR,,NB,)
C% L T2 3 XW r—(x-1)+1 )

r+2 r+1° xor~L 7 er_ 3T +2
L r=(x-1)+1
(r+2)(r+1)
L, F=X+2
(r+2)(r+1)
vXe[[l;r+1]],p(X=x)=2(r:)%

r+l
A titre de vérification partielle, on calculera Z p(X=x) pour obtenir 1.

x=1

Question 2.

Ona:

r+l1

E(X)=) xxp(X=x)

x=1
ol r+2—x
- o TR
;XX (r+2)(r+1)
r+l

2 Ny(r+2-x
“rea)ren XY

x=1

WM{(HZ@X‘M

2 l:(r+2)(r+1)(r+2)_(r+1)(r+2)(2(r+1)+1):|
(r+2)(r+1) 2 6
2 (r+1)(r+2)>< 2r+3}

(+2) (1) 2 [(”2)‘
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Si X =x alorsilya x—1 boules rouges qui ont été tirées avant la premiere boule blanche. Il
reste alors r —(x—1)=r+1-x boules rouges dans I'urne. Onadonc: Y =r+1-X.

La linéarité de I’espérance nous permet alors d’écrire directement :

E(Y)=E(r+1-X)=r+1-E(X)= r+1—(1+%)=%

r 2r
E(X)=1+— et E(Y)=—
(X)=1+3 et E(Y)=3
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