I On lance une piece de monnaie bien équilibrée n fois.

On note F, la variable aléatoire réelle correspondant au nombre de

F

FACE obtenu et on pose : F, ==,

1. Quelle est la loi suivie par F, ?

Dans la suite de I’exercice, on suppose n pair.

2

déterminer lim P[Fn:
N—+00

2. Calculer P(Fn =ﬂ]. En donner un équivalent simple en +oo puis

n

ZJ' Interpreéter le résultat obtenu.

3. Calcul I’espérance et la variance de F,.
4. Pour tout £>0 montrer que I’'ona: lim P[F’\nE}l—g;lﬁ-SU:]ﬂ
n—+o0 2 2
Interpréter le résultat.

Analyse

Dans cet exercice, on s’intéresse a quelques aspects probabilistes du lancer d’une piece de
monnaie bien équilibrée, cette expérience étant répétée.

Dans la question 2, on montre gque dans une telle expérience, si on lance la piece un grand
nombre de fois, il y aura une probabilité infime d’obtenir autant de fois FACE que PILE. On
doit se convaincre de la « singularité » de cet événement.

La question 4, en revanche, illustre de fagon pratique le concept de probabilité que I’on peut
(doit ?) voir comme une fréquence idéale : lorsqu’on lance un grand nombre de fois la piece,

la proportion (fréquence) de FACE obtenue est proche de % , C’est-a-dire de la probabilité de

cette issue dans I’expérience de Bernoulli.
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Résolution

Question 1.
Chaque lancer de la piéce peut-étre modélisé par une expérience de Bernoulli, le succés
(obtenir FACE) ayant a chaque fois la probabilité % (la piéce est bien équilibrée).

Cette méme expérience de Bernoulli est répétée n fois. Comme les lancers sont indépendants
les uns des autres, on peut finalement conclure que la variable aléatoire F, comptabilisant le

nombre de FACE obtenus suit la loi binomiale de paramétres n et %

F. suit la loi ﬁ(n %}

Question 2.

D’aprés la question précédente, il vient :

Onaalors :
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.1 e . - . n
Comme lim T =0, on déduit immédiatement du résultat précédent : lim P(Fn =§) =0.
n—+o0 n n—-+o0

Ce résultat est plutét intuitif : lorsque 1’on lance une piéce de monnaie un grand nombre de

fois, I’événement « On obtient autant de FACE que de PILE » (c’est-a-dire (Fn = g)) se

réalisera de plus en plus rarement. A la limite, I’événement ne sera presque srement pas
réalisé.

Question 3.
s F . R F) 1 . F) 1
C F=—\il t: E\F,)=E| " |=—xE(F,) et V(F,)=V|— |=—=xV(F,).
omme F, =~ il vien (n) (nj —x (F,) e (n) (nj 7 (F))
La variable aléatoire F, suivant la loi %(n%) ona: E(F,)= nxézg et
V(Fn)znxlx(l—l)zﬂxizﬂ.
2 2) 2 2 4
: 2yt _in 1 S it 1
Dol E(Fn)_an(Fn)_ x> = tV(Fn)_n xV(F)=x =
- 1 ~ 1
E ==etV =
(F)=3 e Vv(R)=7;
Question 4.
Soit e>0,0na:
P[ﬁne}i—g;LgD:P(ﬁn—l <3J=1—P[Ifn——Zgjzl—P(lfn—E(lfn)Z‘s)
2 2 2
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L’inégalité de BIENAYME-TCHEBICHEV s’écritici :

V(E) 4
P(lfn E(lf)Zg)s 82” :%:451%

Onentire:1-P Ifn—1 >g|21- 12 etainsi: 1- 12 <P|F e l—g;l+e <1.
2 4en 4en 2 2
Comme lim |1-——— |=1, il vient finalement : lim P| F, 1—g;1+g =1.
Nn—>-+% 4g°n N—>-+0 2 2

Ve>0, limP Ifne}l—g;lhe[ =1
2 2

nN—-+oo

La variable aléatoire F, mesure, pour les n lancers effectués, la proportion de FACE obtenue.
D’apres le résultat précédent, on peut considérer un intervalle centré en > aussi petit que I’on

veut, la proportion F, se trouvera presque sirement dans cet intervalle pour peu qu’on lance
la piece un nombre de fois suffisamment grand.
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