I Soit P un polyndme.
Le reste de la division de P par P,(x) =x-1 vaut 6.

Le reste de la division de P par P,(x)=x-2 vaut 9.
Le reste de la division de P' par P,(x)=x-1 vaut 2.

Déterminer le reste de la division de P par le polyndme
S(X)=x3—4x2+5x-2.

Analyse

Il convient, dans un premier temps d’étudier la factorisation du polynéme S puis d’exprimer et
d’exploiter les hypotheses fournies.

Résolution

Constatant rapidement que x, =1 estracine de S,on a:
S(x)=(x-1)(x* —3x+2)
=(x-1)(x-1)(x-2)

~(x-1)"(x-2)

La division de P par le polynéme S de degré 3 s’écrit alors :

P(x) =S(X)Q(xX)+ R(x) ou d°(R) <2
Soit :

P(x) = (x—=1)° (x=2)Q(x) +ax? +bx+c (1)
Traduisons maintenant les hypothéses fournies :

Pour écrire le résultat de la division de P par P, il suffit, d’aprés (1), d’effectuer la division
deRpar P.Ona:

axz+bx+c:(x—l)(ax+(a+b))+a+b+c
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On peut alors récrire (1) comme suit :
P(x) = (x—l)2 (x—=2)Q(x)+ax® +bx+c
=(x-1)" (x-2)Q(x) +(x-1)(ax+(a+b))+a+b+c
:(x—l)[(x—l)(x—Z)Q(x)+(ax+(a+b))}+a+b+c

On en déduit que le reste de la division de P par P, vaut a+b+c. Or, par hypothése, ce reste
vaut 6. On a donc :

a+b+c=6

On procéde de facon analogue avec P, :

ax’ +bx+c=(x-2)(ax+(2a+b))+4a+2b+c

P(x) = (x—l)2 (x=2)Q(x)+ax’ +bx+c
(x=1)* (x-2)Q(x) +(x—2)(ax+(2a+b))+4a+2b+c

(x—Z)[(x—l)2 Q(x)+(ax+(2a+b))}+4a+2b+c

D’ou :
4a+2b+c=9

Exprimons maintenant la dérivée de P en utilisant (1) :
P'(x) =(x—1)[2(x—2)Q(x)+(x—1)Q(x)+(x—1)2(x—2)Q'(x)}+2ax+b
Pour determiner le reste de la division de P' par B, il suffit donc de diviser 2ax+b par P, :
On a simplement : 2ax+b =2a(x—1)+2a+b etdonc:
P'(x) =(x—l)[Z(x—Z)Q(x)+(x—1)Q(x)+(x—1)2(x—2)Q'(x)+2a}+2a+b

D’aprés I’hypothése, on en déduit :
2a+b=2

Il convient donc de résoudre le systéme :

a + b + c¢c =6
4da + 2b + ¢ = 9
2a + b + = 2
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La derniére ligne nous donne : b=2-2a et les deux premiéres lignes se récrivent :
-a + ¢ = 4 a=1
S
c =5 c=5
Il vient alors b=0.

Finalement la division de P par S s’écrit :

P(x) =(x—1)2(x—2)Q(x)+ x* +5

Résultat final

Le reste de la division du polyndéme P par le polyndme S(x) = x* —4x* +5x -2
est le polyndme : R(x) = x* +5.
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