I Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 2.
Soit «, S et y trois réels et ®@ la forme quadratique définie sur E

par :
va(xy)eE, q)(u):aXZ +20Xy+ Y2

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels «,
S et y pour que @ soit définie positive ;

2. Montrer que I’ensemble {(a,ﬂ,}/)eR3/CD définie positive! est un

ouvert de R3.

Analyse

Pour ce qui est de la premiére question, on peut classiqguement raisonner sur les valeurs
propres de la matrice associée. La seconde question consiste simplement a réinterpréter les
inégalités simples obtenues a la question 1 comme des caractérisations d’images réciproques
d’applications continues a valeurs dans R .

Résolution

1. On peut, par exemple, raisonner a partir de la matrice A associée a la forme quadratique

( ]

Les valeurs propres de A sont alors les solutions de :
a—-X £
B r=X

=0

Or:
a—-X y’)

5 yoX :(a—X)(}/—X)—,BZ:X2—(a+7)X+a7/—ﬁ2
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On retrouve classiquement :
a—-X p
B r=X

= XZ—(a+7)X tay—p° = XZ—TI’(A)X +det(A)

oa—-X p
y—X

coefficients du trindme X*—Tr(A) X +det(A) nous permettent alors d’écrire :

L +A4,=Tr (A)

{% x, = det(A)

Nous avons que I’équation =0 admet deux solutions réelles 4, et 4,. Les

Onaalors:

@ définie positive
A4 >0et A, >0

- A+4,>0

AxA,>0

Tr(A)>0

det(A)>0

a+y>0

=
ay—B°>0

Conclusion :

La forme quadratique @ est définie positive si, et seulement si :

a+y>0
ay—-pF*>0

2. On s’intéresse dans cette question a I’ensemble :

{(a,ﬁ, 7)eR®/ @ définie positive} = {(a,,B, y)eRla+y>0etay-p°> O}

Considérons alors les deux applications ¢, et ¢, de R® dans R définies par :

R* >R o R* >R
& (X,y,2) > x+2 v (x,y,2) > xz—

Les expressions étant polynémiales, ces applications sont continues.




On a par ailleurs :

(@B.r)eR la+y>0p=¢"(RY) et {(a. f,7) <R lay - * >0} = ;' (R’

R’ estun ouvertde R, la continuité de ¢, et ¢, nous permet alors de conclure que les

deux parties de R® ci-dessus sont des ouverts de R*. Il en va de méme pour leur
intersection qui est I'ensemble {(a, B,7)eR*/a+y>0et ay-f*>0}.

L’ensemble {(a,,b’, 7)e R®/ ® définie positive} est une partie ouverte de R®.
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