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Soit E l’espace vectoriel des applications continues de l’intervalle 

;a b⎡ ⎤
⎣ ⎦  (a b< ) dans  : 0E ; ,a b⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

=C . On y définit ϕ  comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ,  , ; , ,
b

a
f g a b f g f t g t P t dtϕ⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

∀ ∈ = ∫C  

 
où P est un polynôme de X⎡ ⎤

⎣ ⎦  prenant des valeurs positives sur 

l’intervalle ;a b⎡ ⎤
⎣ ⎦ . 

 
Montrer que ϕ  est un produit scalaire sur E. 
 
 
 
 

Analyse 
 
On vérifie ici que ϕ  est bien une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive. 
 
 
 

Résolution 
 
L’application ϕ  est bien une forme sur E E× . 
 
Elle est bilinéaire du fait de la linéarité de l’intégrale. 
 
Elle est symétrique puisque f et g jouent des rôles symétriques : 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
,  , ; , , ,

b b

a a
f g a b f g f t g t P t dt g t f t P t dt g fϕ ϕ∀ ∈ = = =∫ ∫C  

 
Elle est positive car pour toute application f de [ ]( )0 ; ,a bC , on a, l’application 2f P×  

prenant des valeurs positives sur l’intervalle [ ],a b  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
, 0

b b

a a
f f f t f t P t dt f t P t dtϕ = = ≥∫ ∫  

 
ϕ  est-elle définie ? 

Supposons ( ), 0f fϕ = . On a donc : ( )( ) ( )2
0

b

a
f t P t dt =∫ . 
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L’application 2f P×  est le produit de deux applications continues sur l’intervalle [ ],a b , elle 
y est donc également continue. La fonction polynôme P prenant des valeurs positives sur cet 
intervalle, on a : ( )( ) ( ) [ ] ( )( ) ( )2 2

0 , , 0
b

a
f t P t dt t a b f t P t= ⇒∀ ∈ =∫ . 

Pour tout t de [ ],a b  tel que ( ) 0P t ≠ , on a alors : ( )( )2
0f t =  et donc ( ) 0f t = . 

 
Soit alors un (éventuel) 0t  tel que ( )0 0P t = . Il existe un voisinage V de 0t  inclus dans le 

segment [ ],a b  et tel que pour tout réel t de V différent de 0t  on ait : ( ) 0P t ≠ . 
En se plaçant sur un tel voisinage sur lequel f est nulle, on a, en tenant compte de la continuité 
de f : 
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{ }

0 0
0 0
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t t t t
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∈ ∈
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En définitive, f est l’application nulle de [ ],a b  dans . 
 
Ainsi, ϕ  est définie. 
 
L’application ϕ  est donc une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive sur E E× . Il 
s’agit bien d’un produit scalaire sur E. 
 

La forme bilinéaire ϕ  est un produit scalaire sur E. 
 


