Soit «, B et y trois scalaires, deux a deux distincts, dans un corps K.
On consideére I’application ¢ :

0K, X|>K,[ X]
P ¢(P)=R

oU R est le reste de la division euclidienne du polynéme X3P par le
polyndme (X—a)(X~B)(X~7).

Déterminer les éléments propres de ¢.

Analyse

Les scalaires «, S et y jouent bien sir un role particulier (!) dans cet exercice. On doit les
exploiter au niveau de la recherche d’une valeur propre et en écrivant la division euclidienne
d’un polyndme de K, [X] par le polyndme (X —a)(X—8)(X~-y). Dans un premier temps,
on obtient alors des valeurs possibles pour les valeurs propres de ¢ et on établit ensuite que
ce sont effectivement des valeurs propres.

Résolution

Soit A une valeur propre de ¢.
Il existe un polynéme non nul P tel que : ¢(P)= AP, c'est-a-dire R = AP . En particulier :

lP(a) = R(a)
(S) {4P(B)=R(B)

Soit P un élément de K, [X].
La division euclidienne de X*P par (X-a)(X-8)(X-y) s’écrit:

X*P(X)=Q(X)(X-a)(X=B)(X~-7)+R(X)

ol R=¢(P) et d°R<2.
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En donnant & I’indéterminée X les valeurs «, /3 et y, on obtient le systeme (S") :
() 18P(B)=R(A)

Des systemes (S) et (S') on tire :
(S") 1AP(B)=5P(A)

Le polynéme P étant de degré inférieur ou égal a 2, I’un des trois scalaires P (), P(3) ou

P(7) estnon nul. On en déduit alors que les trois valeurs possibles de A sont ad, pouy’

(ce qui précede ne prouve pas que ces scalaires sont des valeurs propres de ¢ mais s’il en
existe elles ne peuvent prendre que ces valeurs).

Les scalaires «, S et y jouant des réles symétriques, nous nous contentons de traiter en
détail le cas A =ca°.

Le systeme (S*) se récrit :
(87) 1e’P(p)=FP(p)

Comme o+ f et a#y,ilvient: P(B)=P(y)=0.
Le systéme (S') nous donne alors : R(4)=R(»)=0

P étant un polynéme de degré inférieur ou égal a 2, il est de la forme :

P(X)=a(X-p)(X-y) aekK
Il en va de méme pour R: R(X)=b(X-p)(X~-y) avec beK.

La division euclidienne de X°P par (X—-a)(X-8)(X-y) s’écritalors :
X*P(X)=X’a(X=B)(X=7)=Q(X)(X-a)(X~B)(X-7)+b(X=B)(X-7)

Avec X = , on obtientalors: a®a(a—p)(a-y)=b(a-p)(a-r),soit b=ca’a.
Ainsi, R(X)=¢(P)(X)=b(X-8)(X~y)=a’a(X~B)(X-r)=aP(X).
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Ainsi, o est bien une valeur propre de ¢ et les vecteurs propres associés sont de la forme
a(X-p)(X-y).Soit: E_, =Vect{(X-B)(X-7)}.

De fagon similaire, on montre que :
e 3 estvaleur propre d’espace propre associé E,= Vect{(X —a)(X —}/)} .
e »° estvaleur propre d’espace propre associé Eys = Vect{(X—a)(X —,B)} :

Résultat final

L’application ¢ admet pour valeurs propres les scalaires o, 3° et »° d’espaces propres
associés E , = Vect{(X-)(X-7)}. E, =Vect{(X-a)(X-y)} et
E,= Vect{(X—a)(X~ )} respectivement.

Complément

Ona dimK, [X]=3 et chacun des 3 espaces propres est de dimension 1.
On en déduit immédiatement que I’application ¢ est diagonalisable.
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