Soit f la fonction 2z —périodique sur R définie par :
f (x)=max(0;sin x)

Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

Analyse

Une application directe du cours sans difficulté majeure.

Résolution
Pour tout entier naturel n, on a:
1 ¢x
= f d
a, ”L”cos(nx) (x)dx
=£J'” cos(nx)max (0 ;sin x)dx
72' -
1 ¢0 . 1 (7 .
== 0; dx+— 0; d
ﬁ_[_ﬂcos(nx)max( smx) x+7[_|'0 cos(nx)max( smx) X
=%J.O”cos(nx)xde+i.|-:cos(nx)sinxdx

1 ¢7 ]
:;J'O cos(nx)sin x dx
En utilisant la relation : cosasinb =%[sin(a+b)—sin (a—b)] , on obtient :
a —ij”cos(nx)sin X dx
n p 0

=$J':[sin((n +1)x)—sin((n —1)x)} dx

Pour n=1,o0na:

T

1 7 . 1 1
al:ﬂjo S|n(2x)dx=2—[—gcos(2x)} =0
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Pour n>1,ona:

a, =%J'Oﬂcos(nx)sin x dx
=%Lﬂ[sin ((n +1)x)—sin((n—1)x)] dx

_i[_icos((n +1)x)+ilcos((n —1)X)I

27| n+1 n-—

1 1 1 1 1
_Z(—mcos((n +1)7r)+ﬁcos((n ~1)7)+ n+1COSO— - _1cosoj

1 1 n+l 1 n-1 1 1
=—| —(-1 —(-1 _
27:( n+1( ) +n—1( ) +n+1 n—1j

On doit donc ici distinguer suivant la parité de n :

e Sinestpair (n=2k)alors:

1 1 2k+1 1 2k-1 1 1
L -1 (1 o
% 25( a1 Y Y g 2k—1)

:i( 1 1 1 1 J
27\ 2k+1 2k-1 2k+1 2k-1
11 1
_;(2k+1_mj

22

- r(4k*-1)

- 2
On a, en particulier : a, =—.
T

e Sinestimpair (n=2k+1)alors:

1 1 2k+141 1 2k+1-1 1 1
=—|- -1 —— (-1 =
%aca 27[( 2k+1( ) +2k—1( ) Tk 2k—1)
_1( ;/+ N VAN
27\ Pk+1 2kL 2K+1  2k>{

=0

Pour tout entier naturel n non nul, on a cette fois :
1,7 .
b =— f d
) ”Lsm(nx) (x)dx
1en . )
== 0; d
ﬂj_”sm(nx)max( sin x)dx

17 . .
=;IO sin(nx)sin x dx
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En utilisant la relation : sinasinb = %[cos(a—b)—cos(a+b)], on obtient :

b, =%j0”sin (nx)sin x dx
% “[cos((n-1)x)—cos((n+1)x)]dx

Pour n=1,o0na:

T

=—I [1-cos(2x) ]dx_

{x—%sm(Zx)}

7Z' 0
21;r (ﬂ—%SII’](Zﬂ) O+sin(2><0)j =%
1
2

Pour n>1,ona:
b, =%J':sin(nx)sin x dx
=, [cos((n—l)x)—cos((n+1)x)]dx
%[%5'”((”—1)X)—ilsin((n +1)X)I

n-+
Comme, pour tout entier pon a: sin(pz)=sin0=0, il vient: b, =0.

Finalement, la série de Fourier de f est définie par :

1 1. < -2 1 & cos
(S(f))(X):;+§Slnx+k2;‘”(T2_1)COS(2kX)=—+ sin x —;; 4k2_1

Résultat final

La fonction f définie sur R, 27 —périodique et définie par : f (x)=max(0;sinx) admet
pour coefficients de Fourier trigonométriques :

-2 1
& =—F—-,a,,=0,b==cetpourn>1:b =0
2K 7[(4k2 _1) 2k+1 by > p
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Complément

A titre de complément, nous fournissons ci-dessous les courbes représentatives des
restrictions a I’intervalle [—7r ; 71'] de la fonction f et des trois sommes partielles S, ( f) (en

pointillés noirs), S, ( f) (en pointillés bleus) et S,( f) (en pointillés verts).

(SO()(w) = = + sin()

2cos(2x)
T 3

(SVN)w) = = + sin(z)

2
gl

cos(2x)  cos(4x)
3 15

(SN () % t sin(zx) )

f(x) = maz(0; sin(x)) .:
081 ."':“. -------------------------- . "‘..
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