Soit f la fonction 27 —périodique sur R définie sur |-z ; 7z par:

f(x):ex

1. Donner le développement en série de Fourier de la fonction f.

2. En déduire | s=5_1 ets =
. N deaulre 1es sommes . = ——— e = )
nZianrl nZ:;n2+1

Analyse

Une situation classique pour s’entrainer. L’expression de la fonction sur I’intervalle [—72' ; 72'[

conduit a calculer les coefficients de Fourier complexes. Pour ce qui est du calcul des
sommes, on prendra garde au fait que la fonction n’est pas continue.

Résolution

La fonction f est 27 —périodique et continue par morceaux (discontinuité pour
x=(2k+1) 7,k €Z), elle est méme de classe ™ par morceaux.

Question 1.

Pour tout entier naturel n, on a:

1 ¢~ —in 1 ¢~ —i)n
cn(f):zjlﬁe‘e tdt=zj eMdt

/4

1 [ 1 e(l—ni)t:|” _ 1 1+ni (e(l—ni);r_e—(l—ni);r)

2z |1-ni . 27ml+n’

zzifr;‘; [e”(Cos(n”)_iW)—efﬂ(COS(nﬂ)+iW)J
71+
1 1+ni, . _,

:§1+n2(e —e)cos(nr)
1 1+ni, . .

e 2sinh (7)x(-1)

_(<1)"sinh(7)(1+ni)

- 72(1+n2)
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Il vient alors, pour tout entier naturel n :
a,(f)=c,(f)+c,(f)
(=1)"sinh (z)(L+ni) (1) "sinh () (1-ni)
7(1+n?) 7(1+n%)
)

(— )" sinh (7
7(1+n?)
Et, pour tout entier naturel n, non nul :
)=ife,(1)-c.(1)]
i (-1)" smh( )(1+ni)_(—1)_"sinh(7z)(1—ni)
7 (1+n?) 7(1+n?)
_(-1)"sinh(7) . .
_|W[(l+n|)—(1—nl)]
_(-1)"sinh(7) .
_|W2m
2n(-1)"sinh ()
7Z'(1+n2)
_ 2n(-1)""sinh(z)
7r(1+ nz)
=—na,(f)

Ainsi, pour tout x réel, la série de Fourier S( f) associée a la fonction f est définie par :

S( Z[a )cos(nx)+b, (f)sin(nx)]
[a (f)cos(nx)—na, (f)sin(nx)]
(f)[cos(nx)—nsin(nx)]

D’apreés le calcul ci-dessus, on a :

a,(f)=2 (_i)(lsj_ngz()”) _ Sinr;(”)
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Alors :

_ sinh () . 2sinh () & (-1)"

> ~—2[ cos(nx)—nsin(nx)]|

/4 V4 —=1+n

_sinh () 2sinn(7) & (-2)

> —2[cos(nx)—nsin(nx)]|

V4 V4 = 1+n

Question 2.

La fonction f n’est pas continue sur R mais elle est Z* par morceaux. Sa série de Fourier est
donc égale a sa régularisée f, :

_ sinh () . 2sinh(7) & (-1)°

Zl+ - [ cos(nx)—nsin(nx)]|

1 T n=1

S(f)=f.(x)

En particulier, pour x =0, il vient immédiatement :

£ (0)=f(0)=¢°=1=5(1)(0)
_ sinh () .\ 2sinh (7) & (-1)"

. . nzﬂll+n2 [cos(nx0)—-nsin(nx0)]
_sinh(7) .\ 2sinh (7) & (-1)"

2.

T T “~1+n?
_ sinh () s 2sinh () e
T T
Onaalors:
smh(zz)+ Zsmh(;z)XS,=1
T T
- 25|nh(7r)><S =1_Slnh(7r)
T T
s T l_S|nh(7r)
2sinh () T

SI:%(sin:(ﬁ)_l)

Pour x=7z,0na: fr(ﬂ):%(e” +e)=cosh(r).
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Onaalors:
f,(7)=cosh(z)=S(f)(x)
_ sinh(7) . 2sinh(7) & (-1)

n

. . ;an [cos(nxz)-nsin(nxz)]
sinh(z)  2sinh(7) & (-1) ]
= -1
7 i ps nZ=;:‘1+ n? *(-1)
_ sinh (72') . ZSinh(ﬂ') S
T T
Puis :
sinh(7) .\ 2sinh () <S = cosh ()
T VA
- 2sinh () S - Cosh(ﬂ_)_SInh(ﬂ')
VA T

s zl(ﬂ cosh () _1j

2\ sinh(7)

=3

&1 1 =z ()" 1 =z
S = =— -1 tS'= == -1
~in®+1 Z(tanh(ﬂ) J ° nz:;‘n2+1 Z(Sinh(;z) J
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