Soit f une fonction de classe #? de R, dans R.

Soit alors F la fonction de R" \{(O;O;...;O)} dans R définie par :

F(xl,xz,...,xn): f (\/x12+x§+...+x§j

Donner le Laplacien de F en fonction de f.

Analyse

Dans cet exercice, on s’intéresse au Laplacien d’une fonction qui est fondamentalement une
fonction de la seule distance euclidienne /X + X2 +...+ x> . On est ainsi amené a dériver
partiellement des fonctions composées et on obtient un résultat classique.

Résolution
Introduisons la fonction g de R" dans R définie par :

G (X, Xy ooy X ) =4 + X5+ X7

Dans ces conditions : F(X,, X,, ..., X,) = £ (9(%X, X100 X)) = (F00) (X, Xp0 00 X, ) -

n 2
On cherche : AF(X,, X,, ..., X, ) = Z%(x1 Xy, e Xy ) -
i=1 i

Soit alors i un entier quelconque dans [1; nJ.
. oF g ,
Ona: 8_X,(X1 Xy eny X“)zﬁ_xi(xl’ Xy, oo X, )X (F o) (X, Xy, ey X, ) -

g \?\X X.

En tenant compte de : —= (X, X,, ..., X, ) = ! = ' il vient :
%, 0% ) WL S N [ I S
oF 0 ,
a_xi(xl’xz""'X”):a_z(xl’xz""’x”)x(f 0 0) (X, Xy, ooy X, )

X 1
= fo(,/xf+x22+...+xrf)
XX 4+ X
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On peut dériver partiellement une deuxieme fois par rapport a x; .

Introduisons d’abord la fonction h, définie R"\{(0;0;...;0)} dans R définie par :

0 X. L
hi(xl,xz,...,xn)=a—f(><1,x2,...,xn)=fo+X2'+ — =X ()
! 2 e n

Dans ces conditions :

ﬁ(Xl,X,---,X)= X x f X+ X+ + %
2 n 2 2 2 2 n
28 XX+t X

=By (X Xg, ey X, )X (F o) (X, Xy, 00 X))

Onaalors :
oh. 1 1 1,
— 1 _ Xi2
VAR 44K (Xt XX+ 4t
(X +3 +.+ X ) =X
_(xf+x§+...+x§)\/xf+x§+...+x§
Puis :
0°F oh, ,
E(Xl,Xz,...,Xn)=a—)£(X1,X2,...,Xn)x(f og)(xl’xz’m,xn)
&Y
+h (%, %, ...,xn)x&(x1 Xy, oo X, )X (F 0 0) (X0 Xy eoms Xy )
oh,

- xf'( xf+x22+...+x2)

(xf+x§+...+x§)w/xf+x22+...+x§
2
J{ X J xf"(fo+x§+...+xf)

2 2 2
\/xl + X5 ot X
2

2, 2 2\
_ (X426 .4 X )= X xf(m)

2 2 2 2 2 2
(X +x; +...+xn)\/x1 +XC 4+ X

2

X xf"(‘/xf+x22+...+x§)

2 2 2
X+ X5+t X

PanaMaths Mars 2012



En sommant alors sur I’indice i, il vient :

2

0 5%F n (X +3G ..+ X )= X
(% Xy o Xy ) = (Vg
iZ=l:aX-2(X1 k) .Z;{( 2+x§+...+x§)\/m>< s )
X;

+n S E— f"(J 2+x2+...+x2)
i=1{xf+x§+...+xn2>< R "
f'(\/xf+x§+...+ xf) n ,

_ 2,2 2\ _y

_(xf+x§+...+x§)\/xf+x22+...+x§Xizl:{(xiJrXZerern) XI}

fl'(‘/Xf+X22+m+X§)XZn:Xi2
i=1

2

+
2 2 2
X+ X5 ot X,

(K ede) x{n(xf+x§+---+xz)‘zx'z}

2 2 2 2 2 2
(X 43 4o X2 )X+ 5 ot X

f "(«/xf +XC + ot xﬁ)

2 2 2
X+ X5 ot X,

()
=(Xf+x2+ RN x(N=1)(X +; +..4+ %)
244X P X

o)
= n-1 f'(,/xf+x§+...+x§)+f"(\/xf+x22+...+xn2)

2 2 2
\/xl + X, ot Xy

+

x(X + %5+ X7 )

En définitive :

x4+

En posant classiquement r =/’ +x; +..+X> ,0na:

1 O°F
AF (X, Xg oo X, )=

2
i1 OX;

(%) Xy ooy Xy ) = n-1; '(r)+ f(r)
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Résultat final

n-1

AF(xl,x2,...,xn):gﬁ(xl,xz,...,xn)z . f(r)+f"(r)

ol r=X+%X +..+ X’
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