Soit f la fonction de R? dans R définie par :
x3y : _
—2 - si(x,¥)#(0;0
f(xy)=1X+y? (e )#(0:0)
0 si (X, y):(O;O)

1. Etudier la continuité de f.
2. Etudier la continuité des dérivees partielles de f.

3. Montrer que : %(o;o)i%(o;o).

Analyse

Au regard de I’expression de f (x, y) pour (x,y)=(0;0), on est amené a se concentrer sur

le point (0; 0). En ce point particulier, on est amené & calculer les dérivées partielles d’ordre
1 et 2 en se ramenant a la définition.

Résolution
Question 1.

La continuité de la fonction f ne pose pas de probléme sur R? \{(O ; 0)} . Nous allons en
revanche I"étudier plus spécifiquement en (0;0).

Passons en coordonnées polaires en posant classiqguement x =rcosé et y=rsind (avec
r>0). Il vient alors, pour (x,y)=(0;0), c'estadire pour r >0 :

Xy (rcosd)’rsin@  r*cos’Osing

=r?cos’*@sing
x*+y* (rcosd)’ +(rsing)’ r’

Ainsi, pour r >0 : f(rcosé, rsin@)=r”cos’dsing.

Il en découle : Vr >0, Os|f (rcosé, rsin9)|=‘r2cose‘6?sin6' <r?,
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Comme Iirrg r’ =0, on en déduit immédiatement (encadrement) :

lim|f (rcosé, rsin@)|=lim f (rcosé, rsing)=0
r—0 r—0

Onen déduit : lim
(x.y)—(0:0)

f(x, y):lriirg f(rcosd,rsing)=0.

Or,ona: f(0;0)=0.llvientdonc: lim f(x,y)="f(0;0) eton peut finalement

(x,y)—(0:0)

conclure a la continuité de fen (0;0).

La fonction f est continue sur R?.

Question 2.

Commencons par nous placer en (x,y)#(0;0).
3

Xy

Onaalors: f(Xx, y)=x2+y2 et:
ﬂ(x, y):3x2yx(x2+y2)—2x3yx2x:Xzy[3(xz+y2)2—2xz]:xzy(x2+3)2/2)
ox (x*+y?) X2 +y? (x*+y?)
1o ALy o) ] i)
oy X“+y (x*+y?) (x*+y?) (x*+y?)

Les dérivées partielles du premier ordre ne pose pas de probléme de continuité en tout point
(x,y)=(0;0).

Etudions les dérivées partielles du 1 ordre en (0;0).

Par définition, on a:

T (0;0)=lim F(:0)-1(0:0) im0 _g

xR X
Et:

& (0:0)—tim OV=FO0) ;0

ay y—0 y yaOy

y=0 y=0
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En procédant comme dans la question 1, on a facilement, pour (x, y)#(0;0), c'est-a-dire
r>0:

(rcos@)’ rsin 0((rcos€)2 +3(rsin 0)2)

ﬁ(rcosé?, rsing)= >
X ((rcosﬁ)2+(rsin9)2)

r?cos?é rsin t9(r2 cos® @ +3r?sin® 0)

r

=rcos® gsin 0(0032 0 +3sin? 0)
=rcos? @sin 0(1+ 2sin? 9)
Il en découle : Vr>0,0<

%(rcose, rsing) = ‘rcos2 @sin 9(1+ 2sin? 0)‘ <3r.

Comme Iing 3r =0, on en déduit immédiatement (encadrement) :
r—l

lim
r—0

i(r cosé, rsin 9)‘ = Iimﬂ(rcose, rsind)=0
OX r—0 OX

Onendéduit: lim ﬂ(x y)= Iimi(rcose, rsing)=0.
(x,¥)-(0:0) OX r-0 oX

Or,ona: i(0;0)=0. Il vientdonc: lim i(x y)
OX (x,¥)(0;0) X

(;i(o ;0) et on peut finalement
X

R s, of
conclure a la continuité de 6_ en (0 : 0).
X

La fonction ;i est continue sur R?.
X

On procede de facon similaire avec %

On a cette fois : pour (x, y)=(0;0), c'est-a-dire r>0 :

(rcosg)’ ((r cosd)” —(rsin 49)2)
((rcose)2 +(rsin 49)2)2

r3 cos® 6’(r2 cos? 6 —r?sin? 6')
4

ﬁ(rcos¢9, rsing)=
oy

r
=rcos® 49(cos2 0 —sin? 6?)
=rcos’ #cos(20)

Ainsi, pour r >0 : ﬂ(rcos¢9, rsind)=rcos’ 6cos(20).
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Il en découle : Vr>0,0< %(rcose, rsing) =‘rcose‘6lcos(20)‘ <r.

Comme Iing r =0, on en déduit immédiatement (encadrement) :
r—l

lim

r—0

i(r cosé, rsin 9)‘ = Iingﬂ(rcosa, rsind)=0

Onen déduit:  lim ﬁ(x,y):lrirr(}%(rcose,rsin6’)=0.

(x,9)-(0:0) Oy

Or,ona: i(0;0)=0. Il vientdonc: lim ﬂ(x y)=i(0;0) et on peut finalement
oy (x.¥)-(0:0) gy oy

conclure a la continuité de a en (0; 0).

La fonction ﬂ est continue sur R?.

Question 3.

Pour ce qui est des derivées partielles d’ordre 2, nous nous concentrons encore sur le point
(0;0).

Par définition, on a:

o (0;0)_[i(ﬂﬂ(0;o)—nm?;(0; 1)-5,0:9

OyOX oy \ ox 32 y
0° 0% +3y°
Or,poury;«to,ona:i(o;y): xyx( Zy)=0etilvient:
8X (02+y2)
of of
2 ~(03y)=—-(0:0) _
o1 (0;0)= lim & o im0 0
Oyox 0 y o Y
Et:
of of
2 —(x;0)-=-(0;0)
ot (o;o)={ﬁ[ﬂﬂ(o;o)=|imay 21
oxoy ox\ oy x>0 X
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X (x2-0%) o
Or, pour x=0,0na: ﬂ(x;0)=(—2):x—4=x etil vient :
oy (x*+0%)" X
of of
2 & (x:0)=2 (0:0)
o1 (0;0)=lim% ¥ _iimXo1
ooy x o
Finalement :
o* f 0° f
0:0 0:0
ayox 007 5,5, (0:0)

On tire de ce résultat qu’au moins une des deux dérivées partielles secondes croisées de f n’est
pas continue en (0; 0). En effet, si les deux dérivées partielles secondes croisées de f étaient
o’ f o’ f
(0:0)=
0yoxX Oxoy

continues en (0;0), alors on aurait (0;0) (théoreme de Schwarz).
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