Laplacien en coordonnées polaires.

Soit f une fonction de R? dans R de classe 2.
On rappelle que le Laplacien de f est la fonction :
2 2
Af =07t O
OX2 ayZ

Via le passage en coordonnées polaires, on pose :
f(xy)="f (rcosé’, rsin@)z g(r,0)

g dg 9°g .. 0°g - i -
1. Calculer o 90" a2 et 302 en fonction des dérivées partielles
de f (par rapport aux variables x et y).
2. Exprimer Af en fonctions des dérivées partielles de g (par rapport

aux variables r et 9).

Analyse

Un travail tres classique de dérivation d’une fonction composee.

Résolution
Question 1.

Ona: g(r,0)=f(rcosé,rsing).
On adonc le « schéma » : (r, @) > (rcosé, rsin@)— f(rcosd, rsind)=g(r,6).

Dans ces conditions (et avec quelques abus de notation ... « classiques » ©) :

a—g(r, 0) :—a(rcosa) (r, 0)x%(rcose, rsin 9)+—6(r2|rn )

or or (r, H)X%(rcose, rsino)

= cosexg—f(r cosd, rsin 9)+sin9xq(rcose, rsing)
X
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a—g(r, 0)= cosexﬂ(rcose, rsin@)-+sin Hx%(rcose, rsing)

or OX

o(rsing)
00

d(rcosd)

—=(r,0) =T(r, 0)x%(rcos€, rsind)+ (r, H)x%(rcose, rsino)

:—rsinexg(rcose, rsin9)+rcosex%(rcosa, rsino)
X

a—g(r, 9):—rsin0xi(rcose, rsin0)+rcosexi(rcose, rsino)
00 ox dy

Puis :

2
a—?(r,49):cos¢9><i[ﬂ(rcos9, rsin¢9)}+sin¢9xi ﬂ(rcose,rsiné’)
or or | ox or| oy

2 H 2
=Cc0s6x o(reosd) Z(rcose,rsin<9)+Ma f (rcosd, rsing)
or OX or  0yox
2 H 2
+sin@x 0(rcos9) o't (rcose,rsint9)+Ma Z(rcose,rsiné’)
or oxoy or
2 2

f (rcosé, rsin 0)}

=C0S 6 x cos6?><a Z(rcose,rsin0)+sin0x
OX 0yOoX

2 2
+sin@x| cos @ x (rcosé',rsin9)+sin6’><a Z(rcosa,rsine)
OX0y oy
2 2
La fonction f étant de classe #, ona: (rcosd,rsing)= (rcosé,rsind). Il vient
o0yox OX
alors :
2 2 2
a—(‘B(r,e):cosex cos¢9><a Z(rcos&,rsin9)+sin9x of (rcosé,rsind)
or OX oX
. 2f . . o’ f .
+sin@x| cos@x (rcosé, rsin@)+sin@x—;(rcosé, rsino)
oxoy oy

2 2
=c0s? O x 0 : (rcosé, rsin@)+2sindcosd
OX OX

(rcosé,rsind)

2

f (rcosé,rsind)

. 0
+sin? Ox—;
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2 2 2
a—%](r,e)zcoszé’xa Z(rcose, rsin@)+2singcosd of
or OX oxoy

(rcosé,rsino)

2

f (rcosé,rsino)

. 0
+sin? Ox—;

On aensuite :

2
0 %(r,H):—ri[sinexi(rcosH,rsine)}ri cosexﬂ(rcose, rsino)
00 00 OX 00 oy

=—r cosexi(r cosd, rsing)+sin Hxﬂ[ﬂ(r cosé, rsin 9)}
OX 00| ox

+r —sin&xﬂ(rcosﬁ,rsin<9)+cos.9><i i(rcos&,rsin&)
oy 00| oy

=—r{cosexi(rcosa, rsino)
oX
2 i 2
+sin6’><[Ma I(rcose,rsin0)+ma f (rcos&,rsin@)}}
00 OX 00  0Oyox

+r{—sin Hx%(rcose, rsino)

2 H 2
+€0S @ x G(LOSH)G f (rcos&,rsin<9)+Ma Z(rcos&,rsin&)
00 oxoy 00 oy

=—r {cosaxg(r cosd, rsino)
X

2 2
(rcos®, rsind)+rcosd

ox?

+sin(9><[—rsin9a f (rcosé, rsine)}}

Oy OX

+r{—sin Hx%(rcose, rsing)

2 2

(rcoso, rsin9)+rcosegyz (rcosé, rsin&)}}

+cosé@x| —rsind
OXoy

=—r cosexg—f(rcose, rsin 6?)— rsin Hx%(r cosd, rsing)
X

2 2

f (rcos®, rsin@)—2r?sindcosdx

. 0
+r7sin® Ox—;
X

(rcosd, rsing)
oxoy

2
+r?cos’ Hgy—];(r cosd, rsino)
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2
d g2(r,@):—rcos@xi(rcos@, rsin@)—rsinexﬂ(rcose, rsing)
20 ox oy
2 - 2 azf - 2 - 2
+r?sin Hx?(rcosﬁ,rsme)—Zr sin @ cos @ x
X

f (rcosé, rsino)
Oxoy

2
+r? cos? Haay—Z(rcosH, rsing)

Question 2.

2 2
Notre objectif consiste maintenant a obtenir la somme aa Z + gyz :
X

On a facilement :

2
rzxZTg(r,e)+

2 2 2
o9 (I’,H):rzx[coszexg : (rcosé, rsin9)+25in6?cosagx
X

06?

(rcosd, rsing)

2
+sin% @ x

f (rcosé, rsin 0)}

2

—r cosex?(rcose, rsing)-rsin Hx%(r cosd, rsin)
X

2 2
+rZSin29xZ : (rcos®, rsin@)—2r?sin @ cosdx f (rcosd, rsing)
X

oxoy

2
+r?cos’ @ Zyz (rcosd, rsing)

2 2
- rzx[gxz (rcosé, rsin6)+aayz (rcosé, rsine)}

_r[cosexg(r cosd, rsing)+sin Hx%(rcosa, rsin 0)}
X

=r2 x Af (rcosé, rsine)—rxg—g(r, 0)

2 2
D’ou : Z%(r,ﬁﬁ%xgeg (r,0)=Af (rcos, rsin@)—%xg—g(rﬁ)-
- 2 2
Soit : Af(rcosH,rsinH)ng?(r,0)+ri2x27%(r,9)+%xg—ga(r,6’)-

On écrit, classiquement :
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