Déterminer les fonctions f:DcR? R qui vérifient :

o_ vy
OX (x+ y)2
o _ x
oy (x+ y)2

On preécisera le domaine D.

Analyse

Un travail classique de « reconstruction » d’une fonction numérique de deux variables réelles
a partir de ses deux dérivées partielles d’ordre 1.

Résolution

Il faut x+y = 0. On travaille donc sur tout domaine ouvert D inclus dans I’un des deux
demi-plans d’équations x+y >0 ou x+Yy<0.

Soit alors y fixé.

af y2 2

) . _ -y .
—2 on obtient facilement: f(x,y)= + ou
(X+y)2 ( y) X+y (ﬂ(y) Q

est une fonction réelle de la variable réelle dérivable pour tout y tel que (x, y)eD.

Il en résulte alors : (i)(x y)= —2y(x+y)2+y +(0'(Y)=_2L_¥2+(0'(Y)-
o (x+Y) (x+Y)

2

of X
Or, t: ] — (X, y)=
r, on veu (ay)(x y)

(x+ y)2 '
La fonction ¢ doit donc satisfaire pour tout y tel que (x, y)eD :

“2xy-y°
(x+y)2 ?'(y) (x+y)2

2

2 2 2 2
Soit: p'(y)= X 2+2xy+y2 _X +2xy+2y :(x+y)2 =1.
(x+Y) (x+y) (x+ y) (x+y)
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On en tire immédiatement : ¢(y)=y+C ou C est une constante réelle.

En définitive, on a :

2 2
f(xy)= -y +y+C=w+C=i+C
X+Yy X+Yy X+y

Résultat final

La fonction f cherchée est définie sur tout domaine ouvert D

inclus dans I’un des deux demi-plans d’équations x+y >0 ou x+y <0 par:

X
f(x, y):FnyrC

ou C est une constante réelle.
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