Soit (A,+,><) un anneau commutatif et soit | un idéal de A.
On définit alors « le radical de | », noté /I , comme suit :
\/TZ{XEA/E“’]EN, XN e I}

1. Montrer que, pour tout idéal | de A, VI est un idéal de I.

2. Montrer que pour tout idéal I de A, W =T,

3. Montrer que pour tous idéaux | et J de A, ona: VI nJI =V1NJ.
4. Montrer que pour tous idéaux l etJde A, ona: VI +JJ cV/1+J.
5. Soit A=7, | =152887 . Déterminer /1 .

Analyse

Un exercice trés classique qui passe en revue les principales propriétés du radical d’un idéal
dans un anneau.

Résolution
Question 1.
Tout d’abord, comme 0' =0, on en déduit que 0 appartient & N qui est donc non vide.

Dans un second temps, il convient d’établir que (\ﬁ+) est un sous-groupe de (A, +).

Considérons x et y deux éléments quelconques de JI . 1 existe donc, par définition de Jr
deux entiers naturels n et m tels que x" et y™ soient deux éléments de I.

n-+

Soit alors (x—y)"™". L’anneau A étant commutatif, on a:

nm s N+M n+m-
(R A CPTR

k=0

Comme x" (respectivement y™) appartient a I, il en va immédiatement de méme pour toute

puissance de x (respectivement y) d’exposant supérieur & m (respectivement n). On récrit alors
la somme comme suit :




nm o N+ M n+m—
oy =3 My

k=0
kzn(;(n—i—m] kyn+m—k +krinl(n—:;m](_1)k Xkyn+m—k

n+m-k

Dans la premiere somme, toutes les puissances y
idéal de A, il en va de méme pour les produits x*y
Dans la seconde somme, toutes les puissances x* appartiennent a 1. comme c’est un idéal de

k n+mk

A, il en va de méme pour les produits x“y

appartiennent a I. Comme c’est un

n+m-k

N wnin+m . .
En définitive, tous les termes de la somme Z( K ](—1)k x“y™™* appartiennent a | et
k=0

finalement (x—y)"" appartienta|.
On en déduit ainsi que x—Yy appartienta l. (JT+) est bien un sous-groupe de (A, +).

Soit maintenant x un élément quelconque de JI . Il existe donc un entier naturel n tel que X"
appartient a 1. Pour tout élément a de A, on a alors :

(ax)" =a"x"

Comme x" appartient a 1, idéal de A, on en tire immédiatement que a"x", c'est-a-dire (ax)",

appartient a 1. En définitive, ax appartient a NI

JI est un idéal de A.

Question 2.

Pour tout idéal I de A et pour tout xde I, ona: x = x" e | . On en déduit immédiatement :

xel.
D’ou: Ic\/l_.

Comme nous avons montré, a la question précédente, que /1 était un idéal de A, I’inclusion

précédente s’applique a JI etil vient immédiatement : /1 = vV1 .

Soit maintenant x un élément de /~/1 . Par définition, il existe un entier naturel n tel que
.. . . . m
x" e /1 . Mais il existe alors un deuxiéme entier naturel, m, tel que : (x“) =x"el.Onen

conclut que x appartient a JI.0Onadonc: YV1 c+/I.

La double inclusion fournit I’égalité.




Pour tout idéal 1 de A, on a:

WI=1

Question 3.

Soit | et J deux idéaux de A.

Soit x dans /I n+/J . Par définition, il existe deux entiers n et m tels que x" appartient a | et
X" appartient a J. Alors (X" )m = x"™ appartient & | et (xm)n = x™ appartient & J ; c'est-a-dire :

x"" appartienta 1 m»J . On en déduit alors que x appartienta 1 " J .

Onadonc: \/I_m\/jc\/lmJ .

Soit maintenant x un élément de /1 nJ . Il existe donc un entier naturel n tel que x"
appartienta 1 nJ . x" appartenant a I, on en déduit que x appartient a NS appartenant a
J, on en déduit que x appartient a JJ . En définitive, x appartient a NISYAR

Onadonc: JVInJ eI /T .

La double inclusion fournit I’égalité.

Pour tous idéaux | et Jde A, on a :

NiNa¥! =\/I_m\/j

Question 4.

Soit x dans /I ++/J . On peut donc écrire : x =y +z avecy appartenant a +/1 etz
appartenant a ~/J . Il existe donc deux entiers naturels n et m tels que y" (et, de fait, | étant

un idéal, toute puissance de y d’exposant supérieur a n) appartienta | et z" appartient a J (et,
de fait, J étant un idéal, toute puissance de z d’exposant supérieur & m).

De fagon analogue a ce qui a été fait a la premiere question, on a :

n+m

(y+ Z)n+m _ Z[”lmj ykzn+m—k

k=0
nn+m o (n+m
:Z( ]ykzmmk + Z ( )ykzn+mk
k=0 k k=n+1 k

Dans la premiére somme, toutes les puissances z™™* appartiennent & J (car n+m—k >m).
Comme c’est un idéal de A, il en va de méme pour les produits y*z™™™* .

Dans la seconde somme, toutes les puissances y* appartiennent a I (car k >n). comme c’est

k \,n+m—k

un idéal de A, il en va de méme pour les produits x“y :




wnn4m
En definitive, la somme Z( ‘ Jykz"”“k appartient a | +J . On en déduit immédiatement
k=0

que I’élément y +z appartienta ~/1 +J .

Pour tous idéaux | et Jde A, on a ;

N[ESVAR=NIFN]

Question 5.

Notons d’abord que toute puissance (d’exposant un entier naturel) d’un entier admet les
mémes diviseurs premiers que cet entier (s vaut 1 ou —1 suivant que I’entier est positif ou
négatif. Les ¢, sont des entiers naturels supérieurs a 1) :

X=5x P, x P, x..x p, ™ = X" =8"x p,"" x p,"? x..x p, "

Onaaussi: 15288 =23x3"' x7?x13".

De ce qui précede, on déduit qu’une condition nécessaire pour qu’une puissance d’un entier
soit un multiple de 15 288 est que I’entier admette au moins 2, 3, 7 et 13 comme diviseurs
premiers. En d’autres termes, I’entier doit étre un multiple de 2x3x7x13 =546, c'est-a-dire
appartenir a 5467 .

Montrons que cette condition est suffisante.
Soit x un entier dans 5467 . On peut écrire :

X =8x2% %3 x 7% x13™ x p,” x..x p,“"

Onaalors:
X6 — 26011 X36a2 x 76053 X136a4 x p56a5 X...X pmGam

— (23 % 31 « 72 ><131) % (26a1—3 « 360:2—1 « 76a3—2 X136a4—1 « pseas X ... X pmeam )
Soit : 15288] x°.

Finalement : \/I_= 15 2887 =5467 .

152887 =546Z




