Pour tout entier naturel n, on pose :
| = du ot J. =" u"du
"o (1+u2)(1+u") "o (1+u2)(1+u”)

1. Montrer que 1,, et J,, convergent.
2. Montrer que pour tout entier naturel n,ona: I,=J,.

3. Calculer, pour tout entier naturel n, |, et J,,.

Analyse

Les fonctions sous le signe « [ » sont a valeurs positives et on peut facilement en donner des
équivalents en +oo. La convergence est ainsi aisée a établir. Pour ce qui est de la deuxieme
question, on pourra réfléchir a un changement de variable ...

Résolution

Question 1.

La borne « 0 » ne pose pas de probléeme puisque I’on a :

. 1 . u”
Pour tout entier naturel n, on a: (1+u2)1(1+u”)+;u”+2 etona: n+2>1.

Ce premier resultat assure la convergence de 1, (comparaison a une intégrale de Riemann
convergente).

n

u 1 )
W;F etona: 2>1.

Ce deuxieme résultat assure la convergence de J, (comparaison a une intégrale de Riemann
convergente).

Par ailleurs, on a :

Les intégrales I, et J, convergent.
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Question 2.

- 7 - 1 -n - * *
Considérons le changement de variable t+— u =1 bijectif de classe #* de R’ dans R’ .
T 1 .
Il vient immédiatement : du =—t—2dt et, pour tout entier naturel n :

1

——dt
e du (o 2 e t"dt B
=l (“”2)(““”)_Lw(lnlz)(lnln)_IO o))
vneN, 1 =J,

Question 3.

Pour tout entier naturel n, ona:
21, =1,+1J,
=J~+w du +J-+w u"du
° (1+u?)(1+u") o (1+u?)(1+u")
e (1+u")du
_-[0 (1+u?)(1+u")
ot 1332

Pour tout A réel strictement positif, on a :

*_du =|arctanu A =arctan A
01+u? 0

On en déduit : J.OM du lim IA du im arctan Azg.

= |
2 A

1+u2 =A—>+oo 01+uU —>+00
Finalement, pour tout n entier naturel : 1 =%%:%.
a0 du e u"du T
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