Soit f une fonction définie et continue sur R’, telle que :

im 1 (x)=1 et Jlim, f (x)=L

x>0

Pour tout réel a strictement positif, on pose :

] (a):T’f(at)t—f(t) i

1. Convergence et calcul de g(a).

1
c o t—1
2. Application : calculer |-—=dt.
glnt

Analyse

On s’intéressera fondamentalement, pour un réel ¢ quelconque fixé strictement positif, aux

limites de F(x)= J.Mdt en 0 eten +oo. Le « découpage » de I’intégrale (par

c

linéarite) s’avere alors intéressant si on se ramene, in fine, a une seule et méme intégrande...
Dans I’application, on se ramenera, comme il se doit, a la situation de la question 1.

Résolution

Question 1.

Soit ¢ un réel strictement positif quelconque fixé. Pour tous x et y strictement positifs tels

que: 0<x<c<Yy,onconsidére I’intégrale

if(at)t—f(t)oIt jf(at)t_f(t)dHff(at)t_f(t)dt

X C
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En effectuant, le cas échéant, le changement de variable u = at (qui donne du =adt), il
vient :

RSP ICPR AL
j fft)mj g
:ajxfft)duf\ft)dt{f ()dt+ac (1) 4
NPT

Commeona: lim f (t)=I, on considére :
x—0

x>0

aJ.X%dtzl[lnt]:lx=I><(Inx—|n(ax))=|><|na—);=I><In§=—|><lna

Soit alors ¢ >0. Pour t suffisamment petit, on a :| f (t)— I| < ¢ etdonc:

X _ max(x,ax) _ max(x,ax) f - max(x,ax)
jf(t) ] < | ORI | 1) |dt£g>< [ Lot = £x[inal
ax t min(x,ax) t min(x,ax) t min(x,ax)

On en déduit : lim

x—0
x>0

j.f(tt)—ldt

ax

=0 etdonc Iim_[wdtzlim_[l—dt:—lxlna.
x—0 t x—0 t

x>0 ax x>0 ax

Finalement :

PR ICP USICPW TG

x—0 x—0
x>0 X x>0 \ax c
X ac
= Iime—t)dtJ+det
x—0 t t
x>0 \ax c

On procede de fagon similaire en +oo.

y _ ay c
On obtient d’abord : j f(at)t f(t)dtzj’ fft)dt+'|' f(t)dt_

y ac

PanaMaths Février 2015



Commeona: lim f(t)=L, on considére :

X—>+00

ay
J;TLdtz L[Int]jy =Ix(In(ay)-Iny)= L><|na—3/= LxIlna

Soit alors &> 0. Pour t suffisamment grand, on a :| f(t)- I| <¢ etdonc:

T f(tt)—LOIt

max(y,ay

dt= |

min(y,ay)

max(y,ay)
<

min(y,ay)

— | (t)-L max(y.ay)
M (t) |dt£8>< J. 1dt=g><|lna|

min(y,ay)

y

On en déduit : lim

y—>+0

ay _ ay ay
[ fv) " | =0 et donc fim jmdtz lim jkdtz LxIna.
t y y L

y—>+00 y—>+00

Finalement :

y—>+0

yllrpwjy.wdt = lim (T@du j@dt]

C ac

= lim [?@dt}+ j@dt

Y+
ac

:Lxlna+j@dt

Des deux résultats précédents, on tire la convergence de I’intégrale et :

T (at)_f(t)dtzlimjf(at)_f(t)dt+ lim if(at)_f(t)dt

0 t f(?(?x t y_HOOC t
=£—lena+w]+[ulna+\j\%}
=(L-l)xIna

L’intégrale det converge etona:
0

TMdtz(L—l)xlna

0

Question 2.

1
. TR . -1
Dans un premier temps, établissons I’existence de J'tl—tdt.
n
0
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Posons ¢(t) =% et notons immédiatement que I'ona: vte]0;1[, (t)>0.

t-1 -1
Ona: ¢(t)=—~—.
(o( ) Int oInt
ft-1 o
Pour tout « dans ]0;1], jﬁdt est donc une intégrale de Bertrand convergente (on peut
n
0
, . - 1 1
« retrouver » ce résultat en montrant facilement que I’on a, au voisinage de O : Y O[Wj)'
n
. . t-1 . 1 . 1 1
Par ailleurs : limg(t)=lim—=Ilim——=Ilim———==-=1.
t—1 (0( ) t-1 Int t>1 Int t>1 Int—In1 1
t<l t<l t<l —— t<l —— —
t-1 t-1 1

L’intégrale est donc faussement impropre en 1.

1
L’intégrale j%dt converge.
n
0

. . at .
Effectuons alors le changement de variable : u=u(t)=1Int qui donne du =4 soit :

1 0 u_
dt=e"du. Il vient : J'Edtz Ie—le“du.
5 Int s

h el 0 o0 +o -0 =20
Puis: 6=6(u)=-u donne: It_tldtz J' ¢ 1 gu= J' i NP j e’—e”
0 —o0

On est ainsi ramené a la situation de la premiere question avec f (t)=e “eta= >

On a, au voisinage de 0 : e™ —e ™ =(1-t+o(t))—(1-2t+o(t))=t+o(t). On en déduit

-t a2t -t a2t

. e'-e , . .. e'-e .
immédiatement : ————=1+0(1), d’ot : lim———=1=Ilim f (t)=1.

t x—0 t x—0

x>0 x>0

et _g

Parailleurs : lime*'=lime?® =0,do0: lim———=0=lim f(t)=L.

t—o+o0 t—+o0 t—+o0 t t—+00

+o 0 20

t_
In

Finalement :

tldtzje ;e de(L—I)xInaz(O—l)xIn%=In2.

0

O ey

1
J.ﬂdtzlnz
Int

0
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