Soit I" la courbe paramétrée définie par :
, X(t)=2t>+3t?
( y(t)=3t2+6t

1. Montrer que T" admet un point de rebroussement A (on en précisera
I’espéce).

2. Calculer la longueur de I’arc OA .

Analyse

Exercice direct d’application du cours. Un point de rebroussement étant un point stationnaire,
on commence par déterminer pour quelle(s) valeur(s) du parametres les dérivées des fonctions
X ety s’annulent simultanément. Ensuite, il convient classiquement de déterminer le premier
vecteur dérivé non nul et le premier vecteur dérivé qui ne lui est pas lié. Pour la deuxieéme

WH

o . dOM . .
question, & partir des coordonnées du vecteur TR on obtient facilement sa norme

et il convient alors d’effectuer un calcul intégral.

Résolution
Question 1.

OM| x'(t)=6t>+6t =6t(t+1
On a immédiatement : dg—tM ) ( )

(
y'(t)=6t+6=6(t+1)

s 0
Onaainsi:d(j—tM:OQ{ 0<:>t+1=0<:>t=—1.

Ona: x(-1)=2x(-1)’ +3x(-1)" =—2+3=1 et y(-1)=3x(-1)" +6x(-1)=3-6=-3.
D’ou:

A
¥
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20M| x"(t)=12t +6 20M -6 .

d 02M ( ) et donc dﬂ(—l) qui est, pour t=-1, le premier
dt> | y"(t)=6 dt 6

vecteur dérivé non nul. Comme I’ordre de dérivation est pair, on a bien affaire a un point de

rebroussement.

Onaalors:

oM | x¥ (1) =12 oM, |12
Il vient alors ﬂ (3)( ) et donc dﬂ(—l)‘ :
d*OM d’oMm

Les vecteurs T(_l) et W(_l) ne sont pas colinéaires (x¥ (~1) = —2x x"(~1) mais

y® (~1)=-2xy"(~1)). On a donc, en reprenant les notations classiques: p=2 et q=3.
Comme 3 est impair, nous avons affaire & un point de rebroussement de 1 espéce.

La courbe paramétrée I admet un point de rebroussement de 1°® espéce.

Question 2.
~doM| x'(t)=6t(t+1) . .
Comme : arT y'(t)=6(t+1) , il vient :
H@ =(x'(t) +(y'(t))" =(6t(t+1)) +(6(t+1))" =36(t +1)° (2 +1)

‘dOMH 6|t+]4\/t2

L’origine du repére correspond a la valeur O du parametre t. En notant I(@TA\) la longueur de

I’arc OA, onadonc:

OA ‘j HdO—M dt| =

U 6t -+ +1dt‘ =6 (t+1)Vt +1dt
0 -1

Ona: [ (t+1)VE +1dt= "t +1dt+ [ VP41t
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> Caloul de [ tt* +1dt

3 1
Comme la dérivée de la fonction t — (t2 +1)2 est la fonction t — 3t (t2 +1)2 =3tJt?+1,0na

immédiatement :

1 1 T 2 1
jOIt\/t2+1dt=—j°l3t\/t2+1dt=—[(t2+1)2L=§(1—22]=§(1—2\/§)

3 3

> Caloul de [ ° Vi +1dt

On effectue le changement de variable classique (bijectif de R dans R) : t =sinh (u) :
Onaalors : dt =cosh(u)du et:

0 ’ 0 . 2 0
Jalesrdt=] o (sinh () +1xcosh(u)du=[___ cosh(u)xcosh(u)du
0 2 1r0
- '[argsmh(*l)(COSh (U)) du= Ejargsinh(*l)(COSh (2U)+1)du
0
Z%{%Sinh(Zu)-Fu} o =%[Sinh(U)COSh(u)+u:loargsmh(l)

0

%[sinh(u) l+(sinh(u))2 +u}

argsinh(-1)

=0 —%(sinh( argsinh (—1))\/1+ (sinh (‘argsinh (—1)))2 +argsinh (—1)]

- _%(—b( J1+ (—1)2 +argsinh (—1))

- _%(—\/5 +argsinh (—1))

Comme : argsinh(x) = In(x+\/x2 +1) ,ona:

argsinh(-1) = In(—1+ (—1)2 +1) = In(\/f—l)

Do [N Tdt = (2 +In(v2-1)) = (V2 - In(VZ-1)).

Onadonc:

[+ )V 2= (1-2V2) 4 (V2 - In(V2-1)) =2 (2-V2 - 31n V2 -1))

0
-1
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Puis, finalement :

1(0A)=6[ " (t+1)Vt* +1dt=2-2-3In(v2-1)

Pour la courbe paramétrée définie par :

M(1) x(t)=2t°+3t

y(t)=3t"+6t
la longueur I((’)—A) de I’arc 676\, entre I’origine du repére

et le point de rebroussement de la courbe, vaut :

|(6A?)=2—ﬁ—3|n(ﬁ—1)

Complément

A titre de complément, nous fournissons ci-dessous une représentation de la courbe I" (en

bleu) et de sa tangente (en rouge) au point de rebroussement A(1;-3).

124

101

y=—x—2
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