Soit (a,) N une suite de réels bornée.

Ne

Soit f la fonction définie par :

X IX—a
f(X):nZ:;)‘ oy n‘

1. Déterminer le domaine de définition 7 de la fonction f.

2. Montrer que la fonction f est convexe.

3. Montrer que la fonction f n’est pas dérivable aux points d’abscisses
les réels a,.

Analyse

Les deux premiéres questions ne posent pas de difficultés particuliéres, la deuxieme se traitant
simplement a partir de la définition de la convexité. La troisiéme question est un peu plus
délicate, des majorations trop rapides ne permettant pas de conclure.

Résolution
Question 1.

Lasuite (a,) . étant bornée, il existe un réel positif M tel que : VneN,|a,|<M.

Soit alors x un réel quelconque fixé.
- - X—a TN "
La série numérique ZM est une série a terme positif.
3n
X|+|a X|+ M
[+l _ ¢
3n n

convergente car la série géométrique 23_" est une série convergente (la raison positive est

Pour tout n entier naturel, on a : |X_na“| £| . Mais la suite ZM;nM est
3 3

. Py X e s - X—a
strictement inférieure & 1). On en déduit ainsi que la série Z|3—n"| converge.
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Le résultat précédent étant valable pour tout x réel, on en déduit que la fonction f est définie
sur R.

7 =R

Question 2.

Soit x et y deux réels et t un réel de I’intervalle [0;1].
On va comparer f (tx+(1-t)y) et t f(x)+(1-t) f(y).

En remarquant que pour tout entier naturel non a:

tx+(1-t)y-a,|=|tx+(1-t) y—ta, - (1-t)a,
:|t(x—an)+(1—t)(y—an)
s|t(x—an)+(y—an)
=t|x—a,|+(1-t)|y-a,|

il vient :
& 1-t)y-a,| &tix—a,|+(1-t)|y—a,
f(tx+(1-t)y) = ( 3n) 3 txma (3 W=l ¢+ 1-0) 1 (y)
n=0 n=0
La fonction f est convexe sur R.
Question 3.

Pour fixer les idées, commencons par travailler en a,.
Pour tout réel h, ona:

f (8, +h)- Z|ao+h a| lao—a,| _ ~|h|+ Z|ao+h a| |3, —a,|
Dol : f (a,+h)—f (a,)—|h| = Z|a°+h a' 2 -a
En tenant compte du fait que I’'on a :
|la, +h-a,|-|a, —a,| <|(a,+h-a,)-(a,—a,)|=|n]
il vient :
2 _[p[ 2 _[n[ 3|
| (8.0+h |h||< _13n_3§3n_3xl_1_3><2_2
3
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Finalement :

h
et agen)- 1 (a) <l
Ch h
Pour h>0, onaalors: _ES f(a0+h)—f(a0)—hsg.
D’ou :
_he f(a0+h)—f(a0)—hsg
h 3h
<:>Es f(a0+h)—f(ao)s7
ot fErh)-f(a) 3
2 h 2

La fonction f étant convexe, elle est dérivable a droite en a,. En passant a la limite dans la
double inégalité précédemment obtenue, on obtient :

lS'im f(a0+h)_f(a0)S§
2 5 h 2

o1 , 3
Soit : Es f, (ao)sE.

. .h h
Pourh<0,onacettef0|s:Esf(a0+h)—f(a0)+hs—§.
D’ou:

—<f(a0+h)—f(a0)+h<—g
@——<f(ao+h)—f(ao)é—%
- 3Sf(a0+hg—f(ao)£_1

2

La fonction f étant convexe, elle est dérivable a gauche en a,. En passant a la limite dans la
double inégalité précédemment obtenue, on obtient :

2 hoo0 h 2

h<0

PanaMaths Décembre 2012



Comme fg'(ao)e{—%;—ﬂ et fd'(ao)e[% %} ona: f '(a))= f,'(a,) etlafonction f

n’est pas dérivable en a,.

Soit maintenant N un entier naturel non nul. Il semble assez « naturel » de reprendre la
démarche précedente en travaillant en a, .

On a d’abord, pour tout réel h :

g +)- () - Sttlal I, gl rhoaln ca
n=0 neN
n=N
D’ou :
f (a, +h)- f (a |h| Z|a +h- a| lay - |

neN

n=N
Il vient alors :

||aN+h—an|—|aN—a| I
<Y " <Y oMY -h(3-5 )

n=N n=N n=N

‘f(aN +h)—f (ay

Finalement :

3 1

—|h|(5—3—st f(a, +h)- f (a, )—S—Ns|h|(g-3iNj

Pour h>0 :

T ] 3 2
En passant a la limite, on en déduit : _§+3_ < ng
h>0

Soit : —%+3£Ns fo'(ay)<

N | w
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Pour h<O :

<:>§_ 1 > f(aN+h) f(aN)+ 1 __(g_ij
2 3N h 3" 2 3"
o 3. f(aN+h)—f(aN)S§_ 2
h 2 3"
f(a,+h)-f(a
En passant a la limite, on en déduit : —Eslim (2 +h)— f( N)sg—%.
h0 h 2 3
.3 , 3 2
Soit : -5 < f, (aN)SE_g_N'
On constate alors que les inégalités obtenues :
3 . 3 2 3 2 , 3
_ES f, (aw)§§—3—N et —§+3—Ns f, (aN)sE
. 3 2 3 2
ne permettent pas de conclure puisque pour N >1, on a _E+3_N<E_3_N'

Ainsi, la majoration effectuée est-elle cette fois trop forte ...

Nous reprenons I’approche en menant une récurrence forte.
Nous considérons donc la propriété .7 : « la fonction f n’est pas dérivable en a, ».

Nous avons montre que .7 était vraie.

Soit alors N un entier naturel non nul quelconque fixe.
On suppose que la propriété .7’ est vraie pour tout entier naturel n strictement inférieur a N.

On introduit alors les ensembles suivants :
e I,={n<N/a, <a}

e E,={n<N/a, =3}
Sy

={n<N/a,>a,}

Si E, = alors, d’aprés I’hypothése de récurrence, la non dérivabilité en a, est acquise
pourun a, =a, avec n<N .

On suppose donc désormais E, = .
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Il vient alors :
&lay +h-a,|-lay -2,

f(ay+h)-f(ay)=>, 3

n=0
< lay+h-a|-|a, -a,| lay +h—a,|—|a, —a,|
_é T +n§ T
h ay, +h-a,|-la, —a,
M slov-alp )
Pour |h| suffisamment petit, on a:
o_‘v’nel ,ay +h—-a, >0 etdonc:
plonal sl s ohy s os)-T 5
nely nely 3 nely 3 nely 3
e VneS,,a,+h—-a, <0 etdonc:
a,+h-a|-lay—a, N 1
3 [ 3l at |:_23_n— Y Lochs(s,)ars(s)=Y &
neSy neSy neSN neSy
D’ou :
f(aN+h)_f(aN)=hxs(|N)_hxs(sN)+LlN|+z|aN*h‘agnl 3 =3,
n>N
Il vient alors :
£ (3 +h)— 1 (a )= xS (1, )+ hx S (5, ) - |3 = a' B = ||
n>N
sl
n>N3n
3 1
355 01)-s(5.)]
Ainsi :

_|h|@_3iN_s(|N)_s(sN)js (@ +0) F (8)-nxS (1, )+hxS(S,) ot
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Pour h>0 :
_h(?’ 1—S(IN)—S(SN)jsf(aN+h)—f(aN)—th(IN)+th(SN)—3LN

2 3

Soit :
3 sy es(sy) BT @) gy yusis oL <3 g(1,)-5(s,)
2 3" N N h N Nogv T2 N N N
Puis :
—§+3£N+2s(|N)sf(a”Jrhg_f(aN)SE—ZS(SN)

En passant a la limite, on a finalement : —§+3£N+ 25 (1)< 1, '(aN)Sg—ZS(SN ).

Pour h<0 :

h(g_BiN_su )—S(SN)jSf(aN+h)—f(aN)—th(lN)+th(SN)+3—N

2 3"
Soit :
3 1 f(ay+h)-f(ay) 3
5—3—N—S(IN)—S(SN)2 . —S(IN)+S(SN)+3—N2——+3—N+S(IN)+S(SN)
Puis :

a, +h)-f(a 3
ELEIICHIE JWT

3 2 f
> e 28(80)2 (

«
—~
o)
=z
N—
|
| W
|
|~
|
N
wn
—_~
wn
=z
N—"

En passant a la limite, on a finalement : —§+ 2S (1)< f
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Ona:

3 2 3 2 4
—5+3—N+25('N)—[§—3—N—23(3N)}=—3+3—N+2[S('N)+S(SN)]
N-1
:—3+iN+2 in
n=13

=—3+iN+2x§x(1—iNj
3 2 3

D’ou :
3 , 3 2 3 2 , 3
_E+23(IN)S fg (aN)SE—s—N—ZS(SN)<—E+3—N+23(IN)S fd (aN)SE—ZS(SN)
Finalement : f '(a,)< f,'(ay) et la fonction f n’est pas dérivable en a, . La propriété .5
est vraie.

Ainsi la propriété .7’ est héréditaire et on en déduit finalement qu’elle est vraie pour tout
entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, la fonction f n’est pas dérivable en a, .

A titre de complément, soulignons qu’on dispose ainsi potentiellement d’une fonction
convexe non dérivable en un nombre dénombrable de points.
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