Soit E un K—espace vectoriel et p et g deux projections de E telles
que - pe(q :O,y(e)

1. Montrer que @ = p+q—Qe p est une projection.

2. Déterminer kerg et Ime.

Analyse

La premiére question ne pose pas de difficulté particuliere : on revient a la définition d’une
projection. Pour la deuxiéme question, on revient également aux définitions du noyau et de
I’image et on exploite immédiatement le fait que p et g sont des projections. Pour autant, les
résultats élégants que I’on obtient découlent fondamentalement de I’hypothése poq= 0. g

Résolution

Question 1.

L’ application ¢ est linéaire comme somme de trois applications linéaires (p, g et —qo p).

Pour tout vecteur x de E, on a:

Il vient alors, en tenant compte de pep=p, qeq=q et poq= Oy,(E) (que nous noterons

plus simplement O dans la suite) :




:( ° °
=0:+(q°p)(x)-a(0¢)
=(aep)(x)
Finalement :
(o) (x)=p(x)+a(x)=(d°p)(x) = o(x)
L application p+qg—qe° p est une projection de E.
Question 2.

Commencons par déterminer ker¢.
Ona: xekerp< ¢(x)=0. < (p+g—geop)(x)=0¢ < p(x)+q(x)—(qe p)(x)=0¢.

Onaalors: p(x)+q(x)—(qep)(x)=0. = p(p(x)+q(x)—(qo p)(x))z p(0.)=0,.
Mais :

< (pep)(x)+(pog)(x)-(pe

En définitive : x e kerp = p(x)=0;.

Remarqguons que cette premiére implication découle de I’hypothése poq=0.

De fagon similaire :
p(x)+a(x)=(qp)(x) =0 = a(p(x)+a(x)=(a° p)(x))=a(0¢) =0




Mais :
a(p(x)+a(x)-(g° p)(x)) =0
< (gop)(x)+(goa)(x)—(aogqe p)(x)=0¢
(g0 p)(x)+a(x)=(aop)(x)=0¢
< q(x)=0,

En définitive : xe kerp = q(x)=0;.
Cette deuxiéme implication ne fait pas intervenir I’hypothése poq=0.

De xekerp= p(x)=0. et xekerp=> q(x)=0; on tire finalement :

p(X):OE
x e kerp = < xeker pkerq
q(x)=0;

Par ailleurs, on a immédiatement :

p(x)=0¢

=(p+g-qep)(x)=0. <= xekerg
Q(X):OE ( )( ) E

XEkerpﬂkerqc{

Ainsi: xeker pfkerq< xekerg.

kerp=ker(p+q—qo p)=ker pMkerq

Déterminons maintenant Im¢ .

Soity un élémentde Img.

Il existe donc un vecteur x tel que y =g (x)=(p+g—go p)(x)=p(x)+a(x—p(x)).
Ainsi, on en déduit immédiatement que y appartienta Im p+Imq.
Ainsi: ImpcImp+Imq.

Soit maintenant y un élément de Im p+1Imq.
Il existe donc deux vecteurs x et x' tels que : y = p(x)+q(x’).
Onaalors:

p(y)=p(P(x)+a(x))=p(p(x))+p(a(x’))=(pop)(x)+(Poa)(x)=p(x).




p(y)=p(x)etq(y)=(gep)(y)+a(x’) donnent, en additionnant membre & membre :

p(y)+a(y)=(aop)(y)+a(x)+p(x)

=y

Finalement: y=p(y)+q(y)—(aep)(y)=(p+a—-gop)(y)=¢(y).
Dot yelme.
Ainsi: Imp+Imgcime.

Finalement: Imgp=Im p+Imq.

On peut cependant étre plus précis.
En effet, considérons y dans Im pImgq.

Il existe donc deux vecteurs x et x' tels que : y=p(x)=q(x’).
On en déduit :
e D’unepart: p(y)=p(p(x))=(pep)(x)=p(x)=y.
e Drautrepart: p(y)=(peoq)(x')=0.

Finalement: y=0;.

Ainsi ImpImq={0.} etlasomme Imp+Imq est directe.

Img=Imp+Img=Imp@Imq




