Soit E et F deux K—espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f et g deux applications linéaires de E dans F.

Montrer que :
‘rg f —rgg‘srg(f +g)<rgf+rgg

Analyse

Chaque inégalité découle d’une inclusion entre sous-espaces vectoriels que I’on obtient
facilement. On aura remarqué que f et g jouent des roles symétriques.

Résolution

Soit yelm(f+g).

Par définition, il existe un vecteur X de Etel que: y=(f +g)(X).
Onendéduit: y=f (X)+g(x) etdonc: Im(f+g)cImf+Img.

D’ou, en considérant les dimensions (finies) de ces sous-espaces vectoriels :

rg(f+g)<rgf+rgg (*)

En remarquant que pour tout vecteur X de E,ona:

F(X)=1f(X)+9(X)-9(%)
=(f+9)(%)-9(x)
(f+9)(®)+9(-%)
ilvient: Imf cIm(f+g)+Img etdonc: rg f <rg(f+g)+rgg puis

rgf-rgg<rg(f+g) (1).

Les applications linéaires f et g jouant des rdles symétriques, on déduit immédiatement du
résultat précédent I’inégalité suivante : rgg —rg f <rg(f +g) (2).

Enfin, les inégalités (1) et (2) nous donnent immédiatement : |rg f —rgg|<rg(f +g) (**).

(*) et (**) nous donnent la double inégalité demandée.
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