1. Soit aeZ et heN".
Montrer que I’'on a :

a a+l a+2 a+b-1}|
E(B]+ E(TJJF E(T]+...+ ELTJ_a

2. Soit acR et beN".
Montrer que I’on a :

E[%J+E[%HJ+E{%2J+...+E(&+TM]=E(a)

Rappel : « E » désigne la fonction partie entiére.

Analyse

La premiére question permet de mettre en place I’outil principal requis dans cette exercice : la
division euclidienne ! Dans la deuxieme question, la fonction partie entiere permet d’adopter
une démarche trés proche de celle adoptée dans la question 1.

Résolution

Question 1.

La division euclidienne de a par b s’écrit: a=bqg+r avec 0<r<b.

Onadonc: %:qu

=q+L avec 0< <1 etil vient: E(Ej q.
b b b

- _ . a+k
Plus généralement, on s’intéresse a 5 avec k e [[0 ;b —1]].

Comme a=bg+r,ona: a+k=bqg+k+r.On doit alors distinguer deux cas :

e Sik+r<b,soit k<b-r,alors a+k=bqg+k+r estladivision euclidienne de a+k
a+k bg+k+r K+r

arbetona:
P b

avec Os%d. D’ou: E(aLkaZCI




e Sik+r>b,soit k>b-r,alors a+k=b(q+1)+k+r—b estladivision euclidienne

de a+k parb(ona k>b-r et k+r<2b soit: b<k+r<2b.D’ou:

O0<k+r—-b<b)etona: a;k :b(q+1)+k+r—b:q+1+$ avec

b
0< kJ’t:_b<1. Dol ; E(ibkaq+1.

On tire de ce qui précede :

Gl o)

Il
TT
H
m
TN
QJ
+
=~
N

:b’ 1 (a+kj kbzblerKajtk]

b-r termes égaux a q r termes égaux a g+1
=(b-r)xq+rx(q+1)
= b >xq PR+ 1
=bg+r
=a

Le résultat est ainsi établi.

vaez vheNw E[ 2| E[ 3] g[2F2), g2

Question 2.

Nous considérons maintenant a un réel non entier : ac R\Z.
Sous cette hypothése, ona: E(a)<a<E(a)+1. On peutdonc écrire: a=E(a)+¢ ou

£€]0;1.

La division euclidienne de E(a) par b s’écrit: E(a)=bqg+r avec 0<r<b.

Onadonc 2 = E(a )+g:qu+g=q+r+g.
b b b b

Comme O<r<betO<e<l,ona: 0<r+¢<b etdonc 0<r+—8<1.

Finalement : E(%}z E(q+ r;gqu.

. v . . a+k
Plus généralement, on s’intéresse ici encore a . avec k e [[0 ;b —1]].




Onacette fois: a=bq+r+¢ et: a+k =bg+k+r+&.0On doit encore distinguer deux cas,
la présence de & ne changeant que « peu » les choses :
e Sik+r<b,soit k<b-r,alors E(a+k)=E(a)+k=bg+k+r estladivision
a+k bg+k+r+e +k+r+g
b

avec

euclidienne de E(a+k) parbetona:
0<k+r+g 1. Dol E(a+kj_q

b b
e Sik+rxb,soit k>b-r,alors E(a+k)=E(a)+k=b(q+1)+k+r—b+¢ estla

division euclidienne de E(a+k) parb (ona k>b—r et k+r<2b soit:

b<k+r<2b.D’ou: 0<k+r—-b<h.Comme O0<¢ <1, il vient finalement :
a+k zb(q+1)+k+r—b+g: +l+k+r—b+g
b b
avec OSWQ. D’ou : E(a%kaqjtl.

O<k+r—-b+e<b)etona:

On tire de ce qui précede :

(2)e(e)(E2)oe{e

o

-1
E£a+kj
r-1 b-1
_ (a+k) 3 E(a+k]
k= k=b-r
b—r termes égaux a q r termes égaux a q+1
=(b-r)xq+rx(q+1)

= by >k PR+ 1

=bq+r

~E(a)

Il
il %

Le résultat est ainsi établi.

VaeR, vheN*, E(%]+ E(a;1j+ E(a;2j+...+E(a+§_lj= E(a)




