Soit E un K-espace vectoriel.
Soit F, G et H trois sous-espaces vectoriels de E.

Comparer Fﬂ[G+(FﬂH)) et (FNG)+(FNH).

Analyse

En général, on n’apas FN(G+H)=(FNG)+(FNH) ! (considérez, par exemple, trois

droites non paralléles deux a deux d’un plan vectoriel)
La situation proposée est légérement différente et ... I’intersection « F(1H » change tout !

Ainsi, il convient bien de montrer I’égalité de FN(G+(FNH)) etde (FNG)+(FNH).
Egalité que nous établissons « tranquillement » par double inclusion.

Résolution

Soit xe FN(G+(FNH)).

Ona xeF et xeG+(FNH).

Comme xeG+(FMH), on peut écrire : x=x,+x, avec x, €G et x, e FNH.
Il vientalors : x, =x—Xx, avec xeF et x, e F(1HcF.

Comme F est un sous-espace vectoriel de E, on en déduit x—x, € F, soit x, e F.
Comme x, €G et x, € F, on a, en définitive: x, e FNG .

Ainsi,ona: x=x +X, avec x, e FNG et x, e FNH,soit: xe(FNG)+(FNH).

Onadonc: FN(G+(FNH)) < (FNG)+(FNH)|.

Soit maintenant x e (FNG)+(FNH).

On peut écrire : x=x, +X, avec x, e F(1G et x, e FNH.

Comme x, e FNG c F et x, e F(1H < F et comme F est un sous-espace vectoriel de E, il
vient: x, +x,=xeF.

Par ailleurs, x, e FNG <G et x, e FNH donc x,+x, =xeG+(FNH).
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Ainsi,ona: xeF et xeG+(FNH) d’oi: XEFn(G+(FﬂH)).

Onadonc: (FNG)+(FNH)=FN(G+(FNH))|.

Résultat final

Si F, G et H sont trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, on a:

FN(G+(FNH))=(FNG)+(FNH)
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