Soit E=K,[X], F={P<E/P(0)=P(1)=P(2)=0],

Gz{PeE/P(l)zP(Z) P(3)=0} et H:{PeE/P(x)zp(—x)}.

1. Montrer que F®G :{Pe E/P(l):P(Z)zo}.

2. Montrer que FEGO®H=E.

Analyse

Des manipulations polynomiales autour de la notion de somme directe.

Dans la premiére question, on procede a une double inclusion apres avoir montré que la
somme F+G était directe.

Dans le seconde question, on montre que tout polynéme de E s’écrit de facon unique comme
somme d’un polyndme de F, d’un polynéme de G et d’un polynéme de H.

Résolution

Question 1.

Notons, dans un premier temps, que la somme F+G est bien directe.
En effet, travaillant dans E=K;[X],ona:

PeFNG < P(0)=P(1)=P(2)=P(3)=0=P=0

Onabien: F+G=F®G.

Soit maintenant P un élément de F®G.
P s’écrit de fagon unique : P =P. +P; ou P et P, sont respectivement dans F et G.

Onadonc: P.(0)=P.(1)=P.(2)=0 et P;(1)=P;(2)=P5(3) =0.
On en tire immédiatement :

Ainsi,ona: Pe{PeE/P(1)=P(2)=0}.
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Donc: F&®G < {PeE/P(1)=P(2)=0}.
Soit maintenant un polynéme P de E tel que P(1)=P(2)=0.
Ona: P(X)=(X-1)(X-2)(axX+b) ot aetb sont deux éléments de K.

On peut alors écrire : aX +b=a/(X -3)+ X .
Une identification donne immédiatement : aX +b = —%(X —3)+(a+%) X.
Alors :
P(X):(X —1)(X —2)(aX +b)
~ (X -1)(X —2){—%(x —3)+(a+gjx}

b

=2 (x-2)(x-2)(x —3)+(a+gjx (X -1)(X -2)

eF <G

Onadonc PeF®G.
Ainsi: {PeE/P(1)=P(2)=0} cF®G.

Finalement :

FOG={PcE/P(1)=P(2)=0

Question 2.

Soit P un polynéme de E. On cherche a I’écrire sous la forme : P=P.+P; +P, ou P;, P, et
P,, sont respectivement dans F, G et H.
Posons : P(X)=aX’+bX*+cX +d.

Un élément de H ne comportant que des monémes de degré pair, on peut écrire tout élément
de F+G+H sous la forme :

aX (X =1)(X =2)+ B(X -1)(X -2)(X -3)+yX*+6

Comme les polyndmes de E sont au plus de degré 3, pour que le polyndme ci-dessus soit égal
a P, il faut, et il suffit, qu’ils prennent les mémes valeurs pour quatre valeurs distinctes de
I’indéterminée.
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En choisissant 0, 1, 2 et 3, on obtient :
P(X)=ax (X —1)(X —2)+,B(X —1)(X —2)(X —3)+7X2+5
P(0)=d=-68+6
)=

P(l a+b+c+d=y+6
P(2) 8a+4b+2c+d =4y+6
P(3)=27a+9%+3c+d =6a+9y+35

La deuxieme et la troisieme égalités nous permettent d’obtenir y et ¢ . La premiére nous
donne ensuite A et la quatrieme « .

Ainsi, les coefficients a, S, y et & existent et sont uniques. La décomposition de P sous la
forme P=P. +P, +P, ou P, P; et P, sont respectivement dans F, G et H existe et est

unique. On en déduit immédiatement :

E=FeGeH
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