Soit E un K- espace vectoriel de dimension finie.
Soit H et K deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et

=

(6,88 | une base de K.

=

1. Montrer que : VaeH, K, =Vect(&+4,8,+4,..., 6 +a) estun
supplémentaire de H dans E.
2. Montrer que : V(&,b)eH? a#b =K, %K.

Analyse

Un exercice qui illustre spectaculairement le fait qu’un supplémentaire n’est en rien unique et
qui donne, plus spécifiqguement, un moyen simple d’en « fabriquer » autant qu’on le souhaite !
On utilise plusieurs fois le fait qu’un sous-espace vectoriel et un supplémentaire de cet espace
admettent une intersection réduite au vecteur nul.

Résolution

Question 1.

Soit aeH.

Dans un premier temps, montrons que 'ona: HNK, = {GE}.

Soit X e HNK, .
Comme K, =Vect(€ +4,€,+4,.., § +4a) alors il existe k scalaires &, @, ..., &, tels que :

X=o,(€+8)+a,(6+a8)+..+q (6 +a)
Onentire: X—(aq + a, +...+ )@= 48 + A8, +..+ &, .

Comme X et @ sont deux vecteurs de H, il en va de méme pour la combinaison linéaire
X—(a+a, +..+)a etdonc pour le vecteur a,& +a,§, +...+ &, &, . Mais ce dernier est une

combinaison linéaire des € et est donc un vecteur de K.
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Ainsi, on en tire que o€ + €, +...+ € appartienta HN K.

Or H et K sont supplémentaires dans E. Leur intersection est donc réduite au vecteur nul.
Onadonc: a8 + a8, +...+ a8 =0..

Mais comme (€, §,,..., ) est une base de K, I'égalité o,6 + a6, +...+ & =0, entraine
og=a,=..=a, =0.

Il vient finalement : X =, (€ +a)+ a, (€, +a)+...+a, (§ +a)=0;.

On a bien : HﬂKaz{éE}.

Il convient maintenant de montrer que I'ona: H+ K, =E

Soit X un vecteur de E.

Comme H®K =E, il existe un unique couple (X, X, ) de HxK tel que X =%, +X, .
Il existe également un unique k-uplet de scalaires «,, «,, ..., , tels que

X =€ +0,6,+...+a,F8 .

Onadonc: X=X, + X, =X, + € + 6, +...+ €, .

Il vient alors :

X=X, +a€ +a, +..+ &

+ o+

eH eK

a

On a ainsi décompose le vecteur X en la somme d’un vecteur de H et d’un vecteur de K, .
Onabien: H+K, =E.

En définitive: H® K, =E.

Le résultat étant obtenu pour n’importe quel vecteur @ de E, on en conclut finalement :

Pour tout vecteur & de E, K, est un supplémentaire de H dans E.

Remarque :
Pour la deuxiéme partie de la démonstration, comme la famille {& +4&, €, +4, ..., § +a}

comporte k =dimK vecteurs, on pouvait également montrer qu’il s’agissait d’une famille
libre et, de fait, d’une base de K. E étant de dimension finie, on concluait a I’identique.
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Question 2.

Nous allons en fait montrer ici la contraposée.

Soit donc & et b deux vecteurs de H.
Nous supposons : K, =K, c'est-a-dire

Vect(€ +4,€,+4,.., € +§):Vect(él+6, &, +b,...& +5)

Soit X € K, alors il existe k scalaires ¢, o, ..., o, tels que:

X=o,(€+8)+a,(6+a8)+..+q (6 +a)

Comme K, =K, ,onaaussi X eK, alors il existe k scalaires S, f,, ..., f telsque:
X=p(6+a)+p,(6+a)+..+ 4 (6 +a)

Onadonc:

X=o,(6+a)+a,(6+a)+..+ (6 +a8)=p,(6+a)+ S, (6, +a)+..+ S (6 +4)
D’ou :

(o, — )&+ (e, = 3,) & +..+ (et — B )& =—(a1+a2+...+ak)§+(ﬁl+,82+...+ﬁk)5
Ona: (a,—pB)&+(a,—f,)8 +..+ (et — S )& €K et

~(ayta, +ota)a+(B+ fy+.t B )b eH.
Comme H®K =E, on en déduit :

(e, —B)&+(a, = B,) & +..4 (o — B )& =— (e + o, + ..+ ) A+ (B, + B, +...+,Bk)5=6

Comme (€, &,, .
(.= B)& +(cty— )&, +...+(ct — B, )& =0 entraine o, — B, =a,— B, =, — ff, =0 eton

adonc : (al+a2+...+ak)(5—é):ﬁ.

. &) estune base de K, I"égalité

Le vecteur X ayant éte choisi quelconque dans K, , cette égalité est valable pour tout k-uplet

(e, &y, .. ). Ilen découle d=D.

Finalement: K, =K, =a=b.

On a hien ;
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