Iz+f
Déterminer « et S pour que A soit un réel.

Soit (a,ﬂ)e(R*)z. On pose Az( Z+a T.

Analyse

On introduit le conjugué A de A pour exprimer la condition « A réel ». La discussion qui en
découle permet d’amorcer les calculs.

Résolution

Remarque préalable : pour z =if, le denominateur de la fraction argument de la puissance
s’annule. Cette valeur de z n’est donc pas solution de notre probléme. On cherche donc z dans

c-{ip}.
Ona: Aréel si, et seulementsi: A=A.

En utilisant les propriétés de la conjugaison d’un produit de complexes, il vient :
2 77—\ 2 _ 2
A_|2ta) _|[zta)| _[zta ) [ ZT+a
(iz+ﬂj HiZJF/JJ (iz+ﬁ} (—i7+ﬁ]
La condition se récrit alors :
2+a Y 7 ’
A= KC} : (04 _ : +a
iz+p —iz+p
I+« Z+a I+« I+«
< = - +—
[|z+ﬂ —|7+ﬂj[|z+ﬁ —|7+,6'J
Z+a I+a +a I+a
& - - =0|v]| - +— =0
iz+p —-1Z+p iz+p —1Z+p

Ces deux possibilités traduisent simplement le fait que le carré d’un complexe donné est un
réel si, et seulement si, ce complexe est un réel ou un imaginaire pur.

Nous devons donc résoudre deux équations.

I+a 7+a

iz+/3_—i7+ﬂ_
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Pour ze C—{ig},ona:

Z+a I+«
iz+ﬂ_—i7+ﬂ
S -z + fr—-iel+af =17+ 7 +iaz+aff
o2z +ia(z2+7)-p(2-7)=0

=0 (z+a)(-iz+p)=(7+a)(iz+p)

En posant: z=x+iy, il vient :
2izZ +ia(z2+7)-p(z2-7)=0
& 2i(X* +y?)+2iax-2iBy =0

SxX+y+ax—py=0

c{x+gjz—a—2+(y—£j2—ﬁ—2=0
2 4 2 4

o (eos] o) 57

2

La relation obtenue correspond a I’équation d’un cercle C de centre Q[—%,éj et de rayon
a’+ f°
p= I Mais on Vérifie aisément que le point B d’affixe z =i/ appartient a ce cercle.

De fait, toutes les affixes des points du cercle C sauf celle de B sont solutions de notre
probléme.

I+ Z+a

- +— =
iz+f —Z+p

Pour ze C—{ig},ona:

I+a N I+a
iz+f —-iz+p
S —Z+ -l +aff=-Z - fT—iaz—af
o B(2+7)+ia(z2-7)+2af =0

=0 (z+a)(-iz+B)=—(7+a)(iz+p)

En posant, comme précédemment : z = x+iy, il vient :
B(z+7)+ia(z2-7)+2af=0
& 2PXx-2ay+20f =0
& fx—ay+af =0




On obtient cette fois I’équation d’une droite. On remarque :

1. qu’elle passe par le point B. On ne doit donc retenir que les affixes des points
appartenant aux deux demi-droites issues de B.

2. qu’il existe un point, de coordonnées (—a,O) appartenant a la droite et au cercle

+a

. z
« solutions ». Le complexe correspondant, z =—« , annule le rapport

iz+f
possibilité pour qu’il soit a la fois égal a son conjugué et a I’opposé de son conjugué !

, seule

On peut représenter géométriquement le cercle et la droite obtenus :

¥~ Droite A d’équation :
Bx—ayt+af=0

«— B0, 8)

v

’\ (0,0

('a !0)

Résultat final

2
Az(_ +‘;j est un réel pour z = x+iy différentde if et vérifiant :
iz+

(x+%) +(y—§j =[—“0522+’82J ou px—ay+aff=0
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