Soit z un complexe. On définit :
7 :Ll
1+-
z
1. Pour quelles valeurs de z, le complexe Z est-il défini ?
2. Déterminer Re(Z) et Im(Z) en fonction de x=Re(z) et y=Im(z) ;
3. Pour quelles valeurs de z, le complexe Z est-il réel ? Imaginaire

pur ? (on donnera une interprétation géomeétrique des résultats
obtenus)

Analyse

Un calcul tres classique. La suggestion permet de faire apparaitre une somme de termes d’une
suite géométrique. Mais ... attention au cas particulier !

Résolution

1. Laprésence de I’inverse — au dénominateur impose d’emblée z=0.
z

Ensuite, Z sera défini si le dénominateur est non nul, c'est-a-dire pour tout complexe z non
1 1 1

nultelque 1+=#0.0r,dans C* : 1+—=0—-=-1<z=-1.
z z z

Finalement, Z est défini pour tout z différent de O et —1.

Z est défini pour tout z dans C—{-1,0}.

2. Posons: z=x+liy.

Oona: Re(Z):%(Z+Z_) et Im(Z):%(Z—Z_). Il convient donc d’évaluer Z .
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En tenant compte de : Z = ! ! _ il vient :
1 z41 z+41
1+-—
z
1
Re(2)=1(z+2) _( ]
2 z+1 Z+1
_12(7+ 1)+7(z+1) _1 2474227
2 (z+1)(z+1) 21+z+7+2Z

Or, z+7 =2Re(z)=2x et zf=|z|2 =

x?+y*.Onadonc:

Re(Z)—l 1+7+227 _12x+2(x2+y2)_ X°+ X+ Yy
C2142+7+27  21+2X+ X2+ VP _(x+1)2+y2
Re(z)= X XY
(x+1)2+y2
De fagon similaire, on a:
1 = 1( z z
Im(2)=—(2-Z)==| —-—*_
m() 2i( ) 2i[z+1 7+1j
_iz(f+1)— (z+1) 71-7
2 (z+1)(z7+1) 2| 1+z+7+127
1 2i|m() B y
_2i1+z+7+27_(x+1)2+y2
y
Im(Z)=
(2) (x+1)2+y2
3. Enraisonnant dans C—{-1;0},ona:
Zréel & 1Im(Z)=0< > =0 y=0< zréel
(x+1)"+y?

Geométriquement, on obtient dans le plan complexe I’axe des abscisses privé des points

d’abscisse —1 et 0.

Par ailleurs :

Z imaginaire pur <> Re(Z)=0<
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) 2 ( 1j2 , 1
Or,ona: X"+ X+y = X+=| +y ——.
2 4

2 2 2

Il vient alors : x2+x+y2=0<:>(x+%j +y2—%=0<:>[x+%j +y2:6j :

2 2
L’équation (x +%) +y’= (%j est celle, dans le plan complexe, du cercle de centre

Q(—%;Oj et de rayon % Les points de coordonnées (—1;0) et (0;0) (correspondant au
fait au point d’intersection du cercle et de I’axe des abscisses) sont a exclure. On obtient

donc finalement le cercle de centre Q(—%;Oj et de rayon % prive des points de

coordonnées (—1;0) et (O;O) (c'est-a-dire deux demi-cercles ouverts symeétriques par
rapport a I’axe des abscisses).

Finalement :

e Zestun réel si, et seulement si, z est un réel, différent de —1 et 0. Dans le plan
complexe, on obtient I’axe des abscisses privé des points de coordonnées (—1;0) et

(0;0).
e Zestunimaginaire pur si, et seulement si, z=x+1iy z est différent de —1 et 0 et

2 2
vérifie (x+%) +y’= (%) . Dans le plan complexe, on obtient le cercle de centre

Q(—%;Oj et de rayon % privé des points de coordonnées (—1;0) et (0;0).
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