Soit z un complexe de module 1, différent de —1.

1+ia

Montrer qu’il existe un unique réel « tel que : z =i

Analyse

1+ia

On dispose de I’égalité z = que I’on interpréte comme une équation en « a » et que

l-ix
I’on résout dans un ensemble a préciser. Il convient alors de vérifier que la solution obtenue
est réelle ...

Résolution

Soit z un complexe de module 1, différent de —1.

On considére I’équation : z = 1+!a :
1-ia
On doit avoir 1—ia # 0, soit a #==—i. On résout donc cette équation dans C\ {—l} :

En raisonnant dans (C\{—i} ,il vient :

1+tia
l-iax

z

o (l-ia)=1l+ia o z1-Zia =1l+ia < z-1=ia(z+1)

Puisque z est différent de —1,on a:

l+ia . . z-1 1z-1 .z-1 .1-z
1=——oz1-lzig(z+l)oia=—ca=x =—i =i
l-ia z+1 iz+1 z+1 1+z

On note d’emblée que I’équation admet une solution unique.

, . . , 1-2
Intéressons-nous maintenant au conjugué de |1— :
+z

A-z)_+f1l-z)_ 1-z_ 1-7
1+z 1+z 1+2 1+7
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Le complexe z est non nul puisque son module est égal a 1.

2 —
On aalors, en tenant compte de |z|" =1=127 :

(il—zj__il—f__i 2(1-7) _ .z-27 _ .z-1_.1-z
1+z 1+7 2(1+7) 1+27 z+1 1+z

- 1-z s S e 1y .
Ainsi, le complexe i—— est égal a son conjugué. 1l s’agit d’un réel.

1+z
e )2 . 1+ia . . o ,
En définitive, I’équation z = o admet une unique solution dans C\{-i}, il s’agit du réel
—ia
i1—2
1+z

Résultat final

Pour tout complexe z de module 1, différent de —1, il existe un unique réel « tel que :

1+ia
1=—
l1-ix
, 1-2
cest: a=1——.
1+z
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