Soit f une fonction définie sur R et a valeurs dans R, continue et
décroissante sur R.

Montrer qu’il existe un unique réel x verifiant f (x)=x.

Analyse

Un exercice classique ou le raisonnement par I’absurde occupe une place de choix !

Résolution

Existence

Posons : ¢(x)= f (x)—x.
Raisonnons par I’absurde en supposant que la fonction @ ne s’annule pas sur R .

La fonction ¢ est continue sur R comme différence de deux fonctions continues sur cet intervalle.
Puisqu’elle ne s’annule pas, elle garde un signe constant.

Sion suppose : Vx € R, ¢(x) >0, cest-a-dire : ¥x e R, f (x)> x, alors on a (par comparaison) :

lim f(x)=+00

X—>+00

Or une fonction décroissante ne peut tendre vers +oo en +oo. On obtient ainsi une contradiction.

De fagon similaire, si on suppose : Vx € R, ¢(x) <0, c'est-a-dire: VxeR, f(x)<x,alorsona

(toujours par comparaison) :
lim f(x)=—o

X—>—00

Ici encore, on aboutit a une contradiction, une fonction décroissante ne pouvant tendre vers —oo en
—0 ,

En définitive, il existe un réel x tel que ¢(x) =0, c'est-a-dire f(X)=x.
Unicité

Supposons qu’il existe deux réels distincts ¢ et S vérifiant f (x) = X. On peut supposer, par

exemple : o < 8, clest-a-dire f (o)< f ().

PanaMaths [1-2] Mars 2012




Comme la fonction f est décroissante sur R, ona: a < = f ()= f (/) qui est en contradiction

avec f(a)< f(f).

Ainsi, la fonction f admet un unique point fixe.

Résultat final

Une fonction f définie, continue et décroissante sur IR admet un unique point fixe.
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