Déterminer le développement limité en 0 a I’ordre 4 de :

_ - [1+X
f(x) _arcsm(mJ

Analyse

La présence de la fonction arcsin requiert de dériver la fonction f et de donner un
développement limité de la dérivée a I’ordre 3. Classiqguement, on doit, en intégrant, ne pas
oublier la valeur de la fonction au point ...

Résolution

On a immédiatement : f (0) =arcsin
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On peut determiner I’ensemble de définition . de la fonction f.

On trouve : %:]—oo;—z[u[—%;mo[.

On va alors se placer sur un intervalle | centré en 0 et tel que le numérateur et le dénominateur

. . . . 1.1
du rapport ;Jr—x soient strictement positifs. On peut, par exemple, choisir | = }—— ; E{
+X

. . e 1+x
Soit alors la fonction u définie sur I par: u: x+— ——.

2+ X

2+ X—(1+X
La fonction u est dérivable sur I etona: u'(x)= 1rx_ (L+x) _ !

24x  (2+x)  (2+x)°

On peut alors dériver la fonction f comme composée de u et de arcsin :

f'(x)z(zjx)zx 1(;)2
2+X
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Puisque I’on travaille sur I, ona: 2+ x>0 et on peut écrire :
1 1
= X

f'(x)= (2+x)2 \/1_(1“(]2

2+X

)

1+ || 1+—
2 3
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1 X (1+ lj_l (1+ %j_z
23 2 3

Puisque nous devrons intégrer le développement limité de la dérivée pour obtenir un
développement limité de f & I’ordre 4, nous allons développer f'al’ordre 3.

On va donc commencer par développer (1+§j et (1+2—;j i en0al’ordre 3:

£ D), (1 AR, (0
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2 2 2! 2 3!
2 3
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On effectue alors le produit des deux développements limités obtenus ci-dessus :

-1 - 2 3 2 3
1+ %) 142X 72 1—§+X——5i+o(x3) 1—1+X——X—+0(x3)
2 3 3 6 54 2 4 8

1 1) (11 1), (1 1 1 5. .
e T e G e Y e e — [X*+0(x°)
3 2 4 6 6 8 12 12 54

_1- 244 Ly —ﬁx%o(xs)

6 12 216

En intégrant et en tenant compte de f (0)= % on obtient finalement :

1 5 7 83
F(X)=Zt—e| XX+ ——x* ——x* | +-0(X*
()= 2\@( 127 36 864 ] ()
r 1 5 7 3 83 4 4
==+ —=X- X%+ x° — x* +0(x
6 243 243 723" 17283 ()
—£+£x—5\/§x2+7\/§x3—83\/§x4+0(x4)
6 72 216 5184

6

Résultat final

Le développement limité en 0 & I'ordre 4 de f (x)= arcsin[?—x) s’écrit :
+X

arcsin(“—xj =£+£x— 543 X% + 73 X3 —83\/— x* +0(X4)

2+x) 6 6 72 216 5184
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