Déterminer le développement limité a I’origine a I’ordre 2 de la
fonction f définie par :

f ZXH(l—X—i—XZ))l(

Analyse

On écrit f sous forme exponentielle et on peut commencer par déterminer la limite de f en 0.
On doit ensuite déterminer le développement limité d’une composée.

Résolution

Remarquons d’abord que I’on a, pour tout x réel : 1—x+ x* > 0. Ainsi, la fonction f est définie
sur R* eton a, pour tout x réel :

1 In(l—x+x2)

f(x):(l—x+x2);=e X

In(1-x+x?) _— In(1-x+x2
Or,ona: In(l—x+x2)~—x et donc : ¥~—X=—1,soit: Iim(—)z—l.
; X ox g x
P .. . 4 1 . .
On en déduit alors, par composition : Img f (x) =e ' == qui correspond au premier terme du
X—>! e

x#0

développement limité cherché.

In(1-x+x*)
X
développement limité & I"origine de la fonction X+ In(1-x+x*) a I’ordre 3.

Du fait de la division par x dans I’expression , 0n va commencer par donner le

Comme —x+Xx* =0(1) au voisinage de 0, on a:
In(l—x+x2)=(—x+x2)—%(—x+x2)2+%(—x+x2)3+o(x3)
=—x+x2—£x2+x3—lx3+0(xs)
2 3

—x+1iy +gx3+o(x3)
2 3
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On a alors immédiatement :

In(1-x+x°
Qzl{—x+lxz+zx3+o(x3)}
X X 2 3
=—1+1x+zx2+o(x2)
2 3
Puis :
In(l—x+x2)
f(x)=e >
_ e—l+%x+§x2+o(x2)
L2403
=€“1><e?(+7X ( )

1.2 - s . o
Comme §X+§X2 =0(1) au voisinage de 0, on a, en utilisant le développement limité de

I’exponentielle a I’origine a I’ordre 2 :

1 2 2+ X2 ’
g2 3 o )=1+ 1x+gx2 +1 lX+EX2 +0(X2)
2 3 2\ 2 3
=1+£x+gx2+lxlxz+0(xz)
2 3 2 4

=1+£x+(z+l)x2 +0(x*)
2 3 8

=1+£x+gx2+o(x2)
2 24

Finalement, en multipliant par

e

f (x):l(1+%x+gx2j+o(xz)

Résultat final

1
Le développement limité a I’origine a I’ordre 4 de : f : x> (1— X+ xz)X s’écrit :
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