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PSI*                    12 février 2018 
                    4 heures 

DS DE PHYSIQUE MODELISATION 
 

Eléments de correction (hors codes). 
 
 
 

Calculatrice autorisée 
 
Cette épreuve est constituée de deux parties indépendantes.  
Rédaction sur copies séparées: 
Une copie traitant les questions marquées par un trait dans la marge (corrigée par le professeur de 
physique) 
Une copie traitant les questions non marquées dans la marge (corrigée par le professeur 
d'informatique) 
 

 

Problème 1      Equation de Poisson 
 

 

 
 

 

 
 

Comme notre problème est plan, on a : ( ) ( ) ( )
2 2

2 2, , ,V VV x y x y x y
x y

∂ ∂
Δ = +

∂ ∂
. 

On a classiquement (composition des dérivations partielles) : 

X
x x X
∂ ∂ ∂
= ×

∂ ∂ ∂
 et Y

y y Y
∂ ∂ ∂
= ×

∂ ∂ ∂
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Or, xX
L

=  et yY
L

= . On en déduit : 1X Y
x y L

∂ ∂
= =

∂ ∂
 puis : 1

x L X
∂ ∂
= ×

∂ ∂
 et 1

y L Y
∂ ∂
= ×

∂ ∂
. 

 
En poursuivant les dérivations suivant le même principe, il vient : 

2 2

2 2 2

1
x L X
∂ ∂

= ×
∂ ∂

 et 
2 2

2 2 2

1
y L Y
∂ ∂

= ×
∂ ∂

 

 
On a alors : 

( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( ) ( ) ( )

0

2

0

2 2
2

2 2
0

2 2
2

2 2 2 2
0

22 2
2

2 2
0

0

,
, 0 ; , , 0

,
, 0 ; , , , 0

,1 1, 0 ;1 , , , 0

,
, 0 ;1 , , , 0

V

x y
x y L V x y

x yV Vx y L x y x y
x y

X YV VX Y X Y X Y
L X L y

L X YV VX Y X Y X Y
X y

ρ
ε

ρ
ε

ρ
ε

ρ
ε

ρ
ε

Δ + =

⇔∀ ∈ Δ + =

∂ ∂
⇔∀ ∈ + + =

∂ ∂

∂ ∂
⇔ ∀ ∈ × + × + =

∂ ∂

×∂ ∂
⇔∀ ∈ + + =

∂ ∂

  

 

L’équation se récrit donc : ( ) ( ) ( )
2 2

2 2, , ' , 0V VX Y X Y X Y
X y

ρ∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 

avec : ( ) ( )2

0

,
' ,

L X Y
X Y

ρ
ρ

ε
×

= . 
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On a, à l’ordre 2 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2, , , , o

2i j i j i j i j
V h VV X h Y V X Y h X Y X Y h
X X
∂ ∂

+ = + × + × +
∂ ∂

 

On peut raisonnablement supposer que le « ( )2o h  » soit un « ( )3O h  ». On obtient alors : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3
2, , , , O

2i j i j i j i j
V h VV X h Y V X Y h X Y X Y h
X X
∂ ∂

+ = + × + × +
∂ ∂

 

Puis, en remplaçant h par h−  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3
2, , , , O

2i j i j i j i j
V h VV X h Y V X Y h X Y X Y h
X X
∂ ∂

− = − × + × +
∂ ∂

 

 
De façon similaire, en raisonnant sur la deuxième variable : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3
2, , , , O

2i j i j i j i j
V h VV X Y h V X Y h X Y X Y h
Y Y
∂ ∂

+ = + × + × +
∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3
2, , , , O

2i j i j i j i j
V h VV X Y h V X Y h X Y X Y h
Y Y
∂ ∂

− = − × + × +
∂ ∂

 

 
En additionnant ces quatre égalités membre à membre, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 3

2 2

2 2
2 3

2 2

, , , ,

4 , , , O

4 , , O

i j i j i j i j

i j i j i j

i j i j

V X h Y V X h Y V X Y h V X Y h

V VV X Y h X Y X Y h
X Y

V VV X Y h X Y h
X Y

+ + − + + + −

⎛ ⎞∂ ∂
= + × + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
= + × + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

D’où : 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2

,

, , , , 4 ,
O

i j

i j i j i j i j i j

V V X Y
X Y

V X h Y V X h Y V X Y h V X Y h V X Y
h

h

⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+ + − + + + − −
= +

 

 
On obtient bien le résultat cherché. 
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Cette question introduit d’abord le changement de notation : ( ) ( ), ,i jV X Y V i j= . 

D’après la question Q3, on a : ( ) ( ) ( ) ( )22 2

2 2
0

,
, , ' , i j

i j i j i j

L X YV VX Y X Y X Y
X y

ρ
ρ

ε

×∂ ∂
+ = − = −

∂ ∂
 

L’égalité précédente se récrit donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2
0

, , , , 4 , ,
Oi j i j i j i j i j i jV X h Y V X h Y V X Y h V X Y h V X Y L X Y

h
h

ρ

ε

+ + − + + + − − ×
+ = −  

D’où : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0

,
, , , , 4 , Oi j

i j i j i j i j i j

h L X Y
V X h Y V X h Y V X Y h V X Y h V X Y h

ρ

ε

×
+ + − + + + − − + =  

En utilisant les nouvelles notations et en négligeant le terme « ( )O h  », on obtient finalement : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

,
1, 1, , 1 , 1 4 , 0

h L i j
V i j V i j V i j V i j V i j

ρ
ε
×

+ + − + + + − − + =  

Soit : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1, , 1 , 1 4 , '' , 0V i j V i j V i j V i j V i j i jρ+ + − + + + − − + =  

avec : 

( ) ( )2 2

0

,
'' ,

h L i j
i j

ρ
ρ

ε
×

=  
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problème 
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Supposons que nous ne disposions pas d’une copie du tableau V. 
La mise à jour de V[i,j] à l’itération 1k +  requiert, en particulier, les éléments V[i-1,j] et 
V[i,j-1] correspondant aux valeurs correspondant à la kième itération. Si, dans le code, nous 
faisons classiquement évoluer les indices i et j dans l’ordre croissant, alors les éléments V[i-1,j] 
et V[i,j-1] auront déjà été modifiés lorsque l’on devra modifier V[i,j]. 
Il est donc indispensable de disposer d’une copie du tableau V, les éléments de cette copie servant à 
calculer les nouvelles valeurs de V. 
 

 
 

 
 

 

 
 
Avec le nouvel algorithme, on constate que les deux éléments qui « posaient problème », V[i-1,j] 
et V[i,j-1], correspondent aux valeurs obtenues à l’itération 1k + . Le fait que ces éléments aient 
été mis à jour pendant l’itération 1k +  avant la mise à jour de l’élément V[i,j] n’est plus un 
problème puisque c’est précisément des nouvelles valeurs dont nous avons besoin ! 
 
La fonction nouveau_potentiel ne requiert aucune modification puisque la seule chose qui 
importe désormais ce sont les indices, i et j, de l’élément devant être modifié. Formellement, le calcul 
reste le même, c’est ce que nous ferons du résultat dans la fonction appelant qui va devoir être 
légèrement modifié. 
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Pour la valeur optω  de ω , l’énoncé nous précise que le nombre d’itérations sera un ( )O N  pour une 

valeur de ε  fixée. Or, il y a dans la maillage un totale de ( )21N +  points. D’où une complexité 

temporelle de chaque itération en ( )2O N  à chaque itération et donc une complexité temporelle 

globale en ( )3O N . 

Par lecture graphique, nous obtenons les couples de valeurs suivants : ( )70, 2 , ( )80, 3 , ( )100, 6 , 

( )110, 8 , ( )120,10 , ( )130,13  et ( )140,16 . 
En divisant la seconde valeur par le cube de la première, on obtient une valeur approximativement 
constante égale à 65,8 10−× . 
Pour 31000 10N = = , on aurait ainsi une durée d’exécution (en secondes) égale à : 

( )36 3 6 9 35,8 10 10 5,8 10 10 5,8 10− −× × = × × = ×  
Soit environ 1 heure et 37 minutes. 
Ainsi, aussi performant soit-il, l’algorithme conduit très vite à de longs temps d’exécution qui peuvent 
s’avérer excessifs d’un point de vue opérationnel et/ou économique. 
 

 

 

 
 

On utilise gradE V= −  qui donne, comme nous travaillons dans le plan : x
VE
x

∂
= −

∂
 et y

VE
y

∂
= −

∂
. 

En reprenant les notations de la question Q5, On cherche : 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,x i j x X X i j X
ih jhE x y E ih jh E E X Y E i j
L L

⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Avec Lh
N

= . 

On a : 

( ) ( ) ( ) ( ), , , Oi j i j i j
VV X h Y V X Y h X Y h
X
∂

+ = + +
∂

 et ( ) ( ) ( ) ( ), , , Oi j i j i j
VV X h Y V X Y h X Y h
X
∂

− = − +
∂

 

D’où classiquement, en soustrayant : ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

, O 1
2

i j i j
i j

V X h Y V X h YV X Y
X h

+ − −∂
= +

∂
. 

Soit, en négligeant le « ( )O 1  » : ( ) ( ) ( )1, 1,
,

2i j

V i j V i jV X Y
X h

+ − −∂
=

∂
. 

De façon similaire : ( ) ( ) ( ), 1 , 1
,

2i j

V i j V i jV X Y
Y h

+ − −∂
=

∂
. 
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Rappelons que l’on a : X
x x X
∂ ∂ ∂
= ×

∂ ∂ ∂
 et Y

y y Y
∂ ∂ ∂
= ×

∂ ∂ ∂
. 

Il vient donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1,1, , , , ,
2X X i j x i j i j i j

V i j V i jV VE i j E X Y E x y x y X Y
x L X Lh

− − +∂ ∂
= = = − = − × =

∂ ∂
 

Et : ( ) ( ) ( ), 1 , 1
,

2Y

V i j V i j
E i j

Lh
− − +

= . 

Ces deux expressions ne sont bien sûr pas valables pour 0i =  ou 0j = , c’est-à-dire pour tout point de 
la frontière… 
 
Dans le cas de la frontière, on utilise des approximations non symétriques de certaines dérivées 
partielles. 

Par exemple, quand 0i =  (bord gauche du carré), on utilisera : ( ) ( ) ( )0, 1,
0,X

V j V j
E j

Lh
−

=  et quand 

i N=  (bord droit du carré), on utilisera : ( ) ( ) ( )1, ,
,X

V N j V N j
E N j

Lh
− −

= . 

On a des formules similaires pour les bords supérieur et inférieur. 
Enfin, on traitera le cas particulier des quatre coins du carré où on doit considérer des approximations 
non symétriques des deux dérivées partielles. 
 
A partir de ce qui précède, on remplira les tableaux Ex et Ey en distinguant : 

• Le cas général : ( ) 2, 1; 1i j N∈ −  (le point ( ),i jx y  se trouve à l’intérieur du carré) : deux 
boucles for imbriquées et les formules. 

( ) ( ) ( )1, 1,
,

2X

V i j V i j
E i j

Lh
− − +

=  et ( ) ( ) ( ), 1 , 1
,

2Y

V i j V i j
E i j

Lh
− − +

=  

• Les cas particuliers 0i =  et i N=  (à chaque fois on fera varier j dans 1; 1N − ). 

( ) ( ) ( )0, 1,
0,X

V j V j
E j

Lh
−

=  et ( ) ( ) ( )1, ,
,X

V N j V N j
E N j

Lh
− −

=  

Pour les dérivées partielles suivant Y, on utilise les formules du cas général. 
• Les cas particuliers 0j =  et j N=  (à chaque fois on fera varier i dans 1; 1N − ). 

( ) ( ) ( ), 0 ,1
, 0Y

V i V i
E i

Lh
−

=  et ( ) ( ) ( ), 1 ,
,Y

V i N V i N
E i N

Lh
− −

=  

Pour les dérivées partielles suivant X, on utilise les formules du cas général. 
• Les quatre coins ( )0, 0 , ( )0, N , ( ), 0N  et ( ),N N . 

( ) ( ) ( )0, 0 1, 0
0, 0X

V V
E

Lh
−

=  et ( ) ( ) ( )0, 0 0,1
0, 0Y

V V
E

Lh
−

=  

( ) ( ) ( )0, 1,
0,X

V N V N
E N

Lh
−

=  et ( ) ( ) ( )0, 1 0,
0,Y

V N V N
E N

Lh
− −

=  

( ) ( ) ( )1, 0 , 0
, 0X

V N V N
E N

Lh
− −

=  et ( ) ( ) ( ), 0 ,1
, 0Y

V N V N
E N

Lh
−

=  

( ) ( ) ( )1, ,
,X

V N N V N N
E N N

Lh
− −

=  et ( ) ( ) ( ), 1 ,
,Y

V N N V N N
E N N

Lh
− −

=  
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Aide-mémoire numpy/matplotlib/pyplot 

Importation des bibliothèques 

 
Manipulation des tableaux numpy 

 
 

 
 


